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1. Im ersten Teile dieser Arbeit!) sind die Farben, die senk- 
recht zur Achse geschnittene Quarzplatten zwischen Nicols zeigen, 
nach den von der Internationalen Beleuchtungstechnischen Kom- 
mission (IBK) vorgeschlagenen und heute allgemein angenommenen 
Kennzahlen festgelegt worden. Der folgende zweite Teil enthält 
entsprechende Angaben über die im systematischen Gange der 
Kristalloptik vorher auftauchenden Interferenzfarben, wie sie im 
parallelen Licht in üblichen Schauversuchen etwa an Gips- oder 
Glimmerplättchen vorgeführt werden. Daß wir die Quarzfarben 
vorweg genommen haben, sei erstens damit begründet, daß hier bei 
gegebener Plattendicke nur eine Variable, die Nicolstellung, die ex- 
perimentelle Anordnung und damit die Farbe bestimmt, bei ‘den 
Gipsfarben aber zwei, die Platten- und die Nicolstellung; und zwei- 
tens damit, daß Quarz im Gegensatz zu Gips usw. bei einer Platten- 
dicke eine unendliche Folge von Farbtönen liefert, wodurch kolo- 
rimetrische Anwendungen nahe gelegt werden. Doch benutzt man 
Gips- oder Glimmerplatten bei feinoptischen Meßanordnungen so 
vielfach, auch ergibt sich in der Sprache der Farbenmetrik eine so 
übersichtliche Darstellung dieses verwickelteren Erscheinungsgebietes, 
daß die folgende Mitteilung gerechtfertigt erscheint. 

Wir wählen den Gips als Standardsubstanz der Rechnungen, 
aber es wird sich zeigen, daß unsere Ergebnisse viel allgemeiner 
sind (vgl. Nr. 9). Unser erstes Ziel ist, die bekannten Tafeln der 
Farben), die Gipsplättchen verschiedener Dicke oder die ein Gips- 
keil zwischen gekreuzten Nicols in der Diagonalstellung darbieten, 
einem der Sonderfälle bestgesättigter Färbung, über die dort auf- 
tretenden „Himmelblau* und „Dunkelrotbraun“ hinaus nach Farb- 
koordinaten, nach Farbton, Sättigung und Helligkeit zu bestimmen 
(Nr. 2—4). Es folgen entsprechende Überlegungen für parallele 


1) E.Buchwald, Ann.d. Phys. [5] 38. 8.245. 1940, im folgenden als I zitiert. 
2) Vgl. z.B. F. Pockels, Lehrbuch der Kristalloptik, Leipzig u. Berlin 
1906, S. 219, oder Handbuch von Geiger-Scheel, XX. S. 761. 
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Nicols (Nr. 5 und 6), Anschließend wird die Frage beantwortet (Nr. 7), 

was sich kolorimetrisch abspielt, wenn der Analysator über fest. 

stehender Platte gedreht wird oder (Nr. 8) die Platte zwischen fest- 

stehenden Nicols. Schließlich wird in (Nr. 9) die Brücke zu den 

Newtonschen Farben dünner Plättchen geschlagen und zu den 
Interferenzfarben an anderen Kristallen. 

2. Ist a, die Amplitude des einfallenden Lichts und nach Abb. 1 

« der Winkel zwischen Polarisator P und einer der Kristall. 

schwingungsrichtungen K,, 3 der 

zwischen Polarisator und Analy. 


sator A; ist ferner 

der den die 

beiden Wellen in der Kristall- 
se platte der Dicke d bei der Diffe- 


Abb.1 renz 4n ihrer Brechungsquotienten 
a gewinnen, so ist der allgemeine 
Ausdruck für die Intensität d 
austretenden Lichts, wie sich aus einfachen Zerlegungen in Komp 
nenten und Subkomponenten und deren schließlicher Zusamme 
fassung ergibt?), 
2) J = a,’ cos? ß — a,’ sin 2« sin 2(« — ß)sin? 4 


Er vereinfacht sich in dem ersten der angekiindigten Sonderfille 
— Platte in Diagonalstellung (a = 45°), gekreuzte Nicols (9 =90°) — zu 


(3) J, = asin? 2. 


Wir führen statt a,? die relative spektrale Energieverteilung 
unserer Lichtquelle ein, als welche wir die von der IBK vorge- 
schlagene Normalbeleuchtung B, gleichwertig mit mittlerem Tages 
lichte, wählen, und bezeichnen mit Z,, %,, Z, die Eichwerte der drei 
Normalreize im energiegleichen mere Dann ergeben sich als 


Reizbeiträge der A...44dh 
i 


und als die drei Reizbeträge u gesamten sichtbaren Spektrums 
720 mu 

(5) X, = [B:; sin? 4 di, Y, und Z, entsprechend. 
380 mu 


1) Vgl. z.B. Müller-Pouillets Lehrbuch II, 2, 11. Aufl., S. 1007. 
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Die E, z,,... liegen tabuliert vor’); die in ö, enthaltenen An © 
entnehmen wir den alten Messungen von Dufet am Gips vom Mont- 5 # 
martre?. Wir können also bei vorgegebenem d die Funktionen nts | 

PR 


E, z, sin? + ... über A als Abszisse auftragen®), und die Plani- 
metrierung liefert X,, Y,,2Z,. Aus ihnen bilden wir die Reizanteile © 
X, 


X+r,3 n 
X,+Y,+Z,’ y, und z, entsprechend, 


6 
und tragen sie als Dreieckskoordinaten mit der Plättchendicke als 

beigeschriebenem Parameter in das Farbendreieck in. 2 


Abb. 2. Gipsfarben der ersten drei Ordnungen im Farbendreieck. a7 
Gekreuzte Nicols 


3. In der Abb. 2 sind 29 so berechnete Farbpunkte P für Gips- _ 
dicken von 0,001—0,16 mm eingezeichnet und durch einen Kurven- 
zug verbunden, der den Weißpunkt W (Koordinaten zy = 0,348, 
Yw = 0,352, zw = 0,300) mehrfach umschlingt. Trifft die Verbindungs- __ 
gerade WP den gleichfalls eingezeichneten Spektralzug bei der 7 


1) Vgl. etwa Phys. Ztschr. 38. S. 529/530. 1937, in einem Berichte von 
H. Schober. 

2) Landolt-Bérnstein II, S. 941. os 

3) Sie zeigen vom Faktor sin? a her die Nullstellen, die im Spektrum als ke ur 

7 

„schwarze Streifen“ in steigender Zahl bei zunehmender Dicke erscheinen. Pe 
Bei d = 0,004 mm tritt der erste ins Violett ein, bei d = 0,30 mm liegen vier 
zwischen 380 und 720 mu. Außerdem zeigt die erste (die „Rot-“) Kurve das 
ausgesprochene Empfindlichkeitsminimum bei 505 ma, das vom Faktor 7, herrührt. 
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Wellenlänge 4,, so kennzeichnet diese den Farbton bei dem be. 
treffenden d. Trifft sie, in der unteren Dreieckshälfte, die violettes 
und rotes Ende verbindende Purpurgerade, so charakterisiert man 
den Farbton durch die komplementäre Wellenlänge — i,, in der 
die rückwärtige Verlängerung von WP den Spektralzug schneidet, 
Die Sättigung nimmt, vorläufig gesagt, mit der Entfernung des P 
von W zu. 


Die knapp dreimalige Umschlingung des Weißpunkts in ver- 
schiedenen Abständen bedeutet dreimalige Wiederkehr einer ähn- 
lichen Farbenfolge: wir haben die drei ersten „Ordnungen“ der 
Gipsfarben vor uns, die die gesättigtsten Farbtöne enthalten. Lassen 
wir, zwar willkürlich, aber durch unsere Abbildung im Gegensatz zu den 
schwankenden bisherigen Darstellungen zum ersten Male sinnvoll 
zugleich und eindeutig festlegbar, eine neue Ordnung immer beim 
Übergang vom Rot zum Purpur beginnen, so ist die Abgrenzung 
jeweils durch die punktierte Linie gegeben. 


Die erste Ordnung beginnt in der Abbildung bei d = 0,001 mm mit 
einem ungesättigten Blau vom Farbton 480 mu; als solches entpuppt 
sich das vielgenannte „eisen-“ oder „lavendelgrau“. Gingen wir zu 
noch kleineren Dicken über, so änderte sich an der Lage des Aus- 
gangspunktes nur wenig; denn nach (1) ist ö, und bei diesen klein 


Dicken also auch sin? oi mit der Dicke proportional. Halbierung 
der Dicke würde also alle Reizbeträge (5) auf den vierten Teil herab 
setzen, aber die Reizanteile (6) und damit die Lage des Farbpunkts 
unverändert lassen. Da Y im IBK-System die Helligkeit mißt, geht 
diese gleichzeitig mit d gegen null. 

Aus diesem sehr lichtschwachen matten Blau kommend durchläuft 
der Kurvenzug bei abnehmender Sättigung den ganzen blaugrünen 
Spektralbereich. Es folgen: ein fast reines Weiß bei 0,027 mm, 
Mattgelb, ein lebhaftes Gelb, besonders gesättigt zwischen 580 und 
590 mu, Orange und Rot bis zum Abschluß der ersten Ordnung 
bei d = 0,053 mm. 


Die zweite Ordnung setzt mit den gesättigtsten Purpur- und 
Violettönen ein, die überhaupt geboten werden; freilich ist ihre 
Helligkeit meist gering (vgl. Nr. 4). Es folgen gesättigtere Blaus und 
Grüns als in der ersten Ordnung, dann ein gutes Gelb, diesmal das 
beste zwischen 570 und 580 mu. Das folgende Orange und Rot 
aber erreicht nicht mehr die vollere Sättigung der ersten Ordnung 
ist jedoch dafür heller. Bei etwa 0,105 mm endet die zweite 
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In der dritten Ordnung treten erst matterer Purpur, matteres 
Violett und Blau auf, dann aber, von etwa 0,13 mm an die glänzend- —_- 
sten aller Grüns — während das anschließende Gelb, Orange und 
Rot weit hinter den ersten Ordnungen zuriickbleiben. Die dritte 
Ordnung endet bei 0,16 mm. 


Die vierte und fünfte Ordnung sind der Übersichtlichkeit halber ne Mi 
mit Wiederholung des letzten Stücks der dritten Ordnung, in eine 
gesonderte Abbildung (Abb. 3) eingetragen. Man beachte, daß das um- 
schließende Dreieck nur den mittleren Teil des Farbendreiecks dar- 
stellt und daß von 0,21 ab die berechneten Punkte einfach durch 


Gipsfarben der vierten und fünften Ordnung 
bei gekreuzten Nicols 


Gerade verbunden sind. In der vierten Ordnung folgt auf leidliche = 
Purpurtöne, die einen verhältnismäßig weiten Dickenbereich beherr- 
schen, ganz mattes Violett und Blau und dann Blaugriin in steigen- 
der Sättigung, bis die Kurve unerwarteterweise hinter 0,19 mm 
rückläufig wird und, anstatt ins Gelbgrün und Gelb überzugehen, den 
blaugrünen Bereich um ein erhebliches Stück verlängert. Dieses 
Verhalten, auch dahin zu kennzeichnen, daß der rote Reizanteil un- 
erwartet ein wenig abnimmt statt zuzunehmen, dürfte in folgendem 
begründet sein: die rote Normalreizkurve z, hat zwei Maxima, ein 
kleines bei 440, ein großes bei 600 mu, und gerade bei den Dicken 
um 0,19 marschieren die beiden im Spektrum vorhandenen Nullstellen, 
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Zwischen 0,21 und 0,22 tritt ein bei sorgfältiger Darstellung 
hervorgehobenes „Grau, fast Weiß“ auf [Quincke))], bei 0,24 wird 
der Umlaufsinn wieder linksläufig wie am Anfang, und wir schließen 
die vierte Ordnung mit dem Quinckeschen Fleischrot, das sich als 
ungesättigter Purpur herausstellt — denn wir nähern uns diesmal 
der Grenzgeraden von der Purpurseite. 

Und zum Schluß als fünfte Ordnung eine Punktfolge, die nur 
im Blaugrün, mit den Punkten 0,26 und 0,27, und im Mattrot und 


Tabelle 1 
Farbfolge bei gekreuzten Nicols 


hy 


% in mu 


0,303 479,8 
0,310 481,1 
0,330 482,5 
0,369 570,7 
0,427 579,7 
0,412 590,0 
0,328 626,0 
0,205 — 536,4 
0,103 569,0 
0,205 480,7 
0,375 496,4 
0,485 568,5 
0,436 | 583,2 


0,260 509,5 
0,161 566,7 
0,309 489,1 
0,535 524,2 
0,477 562,2 


0,338 | —496,1 
0,256 -519,9 
0,271 535,4 
0,411 508,8 
0,446 507,6 
0,379 500,6 
0,334 508,9 
0,327 - 497,6 
0,333 ~ 496,0 


0,343 476,0 
0,361 494,5 
0,367 | 496,1 
0,371 | 556,6 
0,351 | 606,2 
0,324 | —502,7 


1. Ordnung 


=} 
= 
a 
3 
ei 


| 3. Ordnung 


4. Ordnung 


5. Ordnung 


1) G. Quineke, Pogg. Ann. 129. S. 180. 1866. Daß sich Quinckes 
Tabelle auf die Newtonschen Ringe bezieht, macht nach Nr. 9 keinen 
Unterschied. 


-P 
wi 
gil 
® jec 
Sa 
> ———— 
0,001 | 0,292 0,220 0,27 
0,01 0,295 0,202 24,52 
4 0,02 0,318 0,115 72,97 
{0,03 0,357 0,087 98,00 
foe’ 0,04 0,438 0,550 75,25 
i? 0,05 0,538 0,832 29,67 
0,053 | 0,501 0439 | 18,5 
0,056 0,39 | —0,347 10,72 
0,06 0,243 — 1,185 6,28 
un, } 0,07 0,168 0,695 25,43 
0,08 0,267 0,242 65,57 
| 4 0.09 0,401 0.625 86,77 
2 0,10 0,486 | 0,739 72,09 
: % 0,11 0,427 — 0,235 39,42 
a. 0,12 0,287 | —0,844 20,43 
‚Ha 0,13 0,181 0,566 31,63 
2x 0,14 0,256 0,384 56,22 
0,15 0,368 | 0,487 | 7117 
2% 0,16 0,400 —0,155 | 66,09 
0,17 0,403 —0,199 47,26 h 
0,18 0,377 | —0,189 34,39 cna 
wen 0,19 0,295 0,157 37,19 Spe 
0,20 0,258 0,265 49,30 
ees): 0,21 0,300 0,136 59,58 
Br, 0,22 0,364 —0,047 58,98 
0,23 0,413 —0,195 51,18 rec] 
0,24 0,419 —0,217 43,86 
0,25 0,340 | 0,034 | 43,34 swe 
0,26 | 0,286 | 0,191 48,90 
J} 0,27 0291 0,173 52,18 er 
: 0,28 0,349 0,066 52,70 des 
u 0,29 0,383 0,118 50,70 Zah 
ur: = 0,30 0,386 - 0,110 47,98 ua, 
(7) 
| 
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parpur, mit den Punkten 0,29 und 0,30, noch einigermaßen 


Weißpunkt absteht und sich ihm weiterhin mehr und mehr nähern 


wird. 
4. In den ersten Spalten der Tab. 1 sind die Farbkoordinaten 


z, und y, der meisten Dicken zusammengestellt. Die nächste Spalte 


jedem > oder seinem Reziproken 2, angeben, die folgende die 


w > 


Sättigung, im Gegensatz zu I durch den zwar stark vom Koordinaten- 
system abhängigen, aber leichter zu berechnenden und unmittelbar 
aus dem Farbendreieck abzulesenden „spektralen Farbanteil* 


Abb. 4. Helligkeit der Gipsfarben bei RE Nicols 


charakterisiert (mit y, als zweiter Koordinate des farbtongleichen 
Spektralpunkts) oder — was dasselbe bedeutet — durch das Abstands- 
verhältnis Weißpunkt — Meßpunkt zu Weißpunkt — Spektralpunkt. 

Farbton und Sättigung lassen sich aus dem Farbdreieck be- 
rechnen. Die Helligkeit H (Leuchtdichte) ist nicht aus dem Dreieck 
zu entnehmen, vielmehr im IBK-System unmittelbar durch den 
zweiten Reizbetrag Y gegeben (vgl. Nr. 3). Die Helligkeitsangaben 
der letzten Spalte von Tab. 1 sind so normiert, daß die Helligkeit 
des einfallenden Weiß, d. i. der mit dem Planimeter bestimmte 
Zahlenwert 

f 


380 mu 


— 


1) D.B. Judd, Journ. Opt. Soc. Amer. 23. S. 369—372. 1933. 
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gleich 100 gesetzt ist. Abb. 4 gibt sie in Kurvenform. Man beachte 
das Herauswachsen aus null, die Maxima im ungesättigten oder ge- 
sättigten Gelb bei 0,03, 0,09 und 0,15 mm, die Minima im Violett 
immer zu Beginn einer neuen Ordnung und das allmähliche Aus- 
pendeln um den Wert 50 der halben Ausgangshelligkeit. 

5. Wir belassen die Gipsplatte in der Diagonalstellung a = 4 
und stellen die Nicols parallel, #= 0°. Aus der allgemeinen | 
tensitätsformel (2) wird somit 


5; 
J, = a, — a? sin? 


und der in Nr. 2 aufgezeigte Weg zu den Reizbeträgen führt nun zu 


720 720 


(8) X, -[ - z, sin? di, Y, und Z, entsprechend, 


380 330 


oder in der Bezeichnung von (7) und (5) zu 
(9) X,= X,- X,, Yı= Yı, Zu=2,-2ı 


Die zahlreichen Planimetrierungen X,, Y,, Z, haben wir in 
Nr. 2 bereits geleistet. Es genügt einmalig die drei Planimetrie- 
rungen X,, Y,, Z, (Gl. 7) durchzuführen (die das von der IBK für 
die Normalbeleuchtung B vorgeschriebene Verhältnis zeigen miisser 
um auch für die parallele Nicolstellung die Koordinaten sämtlicl 
Farbpunkte zu gewinnen. 

Uber die gegenseitige Lage eines Punktes z,, y, z, bei ge- 
kreuzten und des Punktes z,, Yı, 2, der gleichen Gipsdicke bei 
parallelen Nicols besagen die Gl. (9), daß die Farbquanten 
X,+Y,+Z, und X,„+Y,+Z, überlagert Weiß ergeben. Nach 
der sogenannten ,,Schwerpunktsregel liegt also erstens der Weib- 
punkt auf der Verbindungslinie beider Punkte, d. h. die Farben bei 
gekreuzten und bei parallelen Nicols sind komplementär; und zweitens 
verhalten sich die beiden Abstände zum Weißpunkt umgekehrt wie 
die Farbquanten, Beziehungen, die man natürlich auch ohne die 
Berufung auf die Schwerpunktsregel aus den &,, Zu... . leicht 
analytisch-geometrisch herleiten kann. 

6. Abb. 5 als Gegenstück zu Abb. 2 gibt die Farbenfolge in den 
ersten. drei Ordnungen bei parallelen Nicols. Trennte in Abb. 2 
die Verbindungsgerade vom Weißpunkt zum langwelligen Ende des 
Spektrums, dem Übergang vom Rot zum Purpur, auf dem Kurven- 
zug die einzelnen Ordnungen, so jetzt deren rückwärtige Verlänge- 
rung, die den Spektralzug bei der zum roten Ende komplementären 
Wellenlänge 494,5 mu schneidet. 
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Über die den einzelnen Punkten zuzuschreibenden Helligkeiten 
Y, sagt die zweite der Gl. (9: Y, + Y, = Y,, und wir hatten Y,, 
inNr.4 zu 100 normiert. Abb. 4 gilt also auch für den Fall der 
parallelen Nicols, nur muß man die Ordinatenbezifferung umkehren. 


Bei gekreuzten Nicols wuchs die erste Ordnung mit der Hellig- 
keit null aus einem blauen Farbton der Wellenlänge — 480 mu 
heraus. Jetzt beginnt sie vom vollen Weiß aus mit einem hellen 


J 
d Lit 


Abb. 5. Gipsfarben der ersten drei Ordnungen = 
bei parallelen Nicols 


Mattgelb um 580 mu. Die Helligkeit nimmt noch im Gelb rasch ab, 
und der gelbrote, der rote, der purpurne, der violette, ja selbst noch 
der kurzwellige Teil des blauen Bereichs wird bei sehr geringer 
Intensität durchlaufen; daher in den üblichen Tafeln Bezeichnungen 
wie gelbbraun, braun, dunkelrotbraun, dunkelviolett. Dann steigt 
die Helligkeit wieder rasch, und die erste Ordnung endet bei 
d= 0,53 mm mit einem ungesättigten „blaßblaugrün“ großer Leucht- 
dichte. 


Die Verfolgung der nächsten Weißpunktsumschlingung läßt, 
unter Hinzuziehung der Helligkeitskurve, als zweite Ordnung erst 
die ungesättigten grünen und gelbgrünen, dann gesättigte gelbe und 
rotgelbe Töne erkennen und mit abnehmenden Helligkeiten ein 
dunkles Purpur- und Violettgebiet, weiter mit steigender Leucht- 
dichte Blau und das abschließende Blaugrün 494,5, das erheblich 
gesättigter ist als das gleiche am Ende der ersten Ordnung. 
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In der dritten Ordnung wird erst bei groBer Helligkeit der griine 
gelbgriine und gelbe Bereich durchlaufen; auch der gelbrote und 
rote ist noch leuchtkräftig, aber merklich ungesättigter als in den 
vorhergelienden Ordnungen. Es folgt ein dunkler Purpur, ein dunkles 
mattes Violett und zum Schluß ein Blaugrün ähnlicher Sättigung 
und ‚Helligkeit wie am Anfang. 

Auf eine Wiedergabe des Hin und Her zwischen Mattrot und 
Mattgrün in den nächsten Ordnungen verzichten wir. Die Koordi- 


Tabelle 2 = 3 


Farbfolge bei parallelen Nicols 


in mm 


0,001 
0,01 


1. Ordnung 


8 
= 
ai 


3. Ordnung 


4, Ordnung 


—0,012 
0,115 


5. Ordnung 


ail 
nat 
der 
par: 
folg 
wol 
d 
| H 
— | j be 
u 0,348 0,352 | 5795 | O | 99,73 We 
0,369 0,368 | 580,5 0,124 | 75,48 
0,0 0,454 0,425 581,8 0,652 | 27,08 sic 
a 0,0 0,534 0,428 | 587,7 | 0,886 14,11 Kor 
0,026 0,503 0,332 619,2 0,472 | 6,36 
7 0,03 0,224 0,105 400,0 0,711 | 200 
0,04 0,203 0,228 | 480,1 0,568 | 24,75 
: 0,05 0,284 0,331 488,2 0,222 70,33 
0,053 | 0,310 0,357 | 494,5 0,116 | 81,25 yı 
u > 0,06 | 0377 | 0,419 569,0 0,321 93,72 
| 0,07 | 0,488 0,464 580,2 0,841 74,57 
ra 0,08 | 0,479 0,313 —-496,4 —0,402 34.43 
0,085 = 0,378 0.190 —547,6 —0,454 1971 
| Bu | 0,09 0,258 0,126 —568,5 —1,058 13,23 
- 0,10 0,159 0,234 483,8 0,694 27,91 
. 0,11 0,259 0,455 509,5 0,265 60,58 
| 0,12 0,398 0,506 566,7 0,683 79,57 
E » 0,13 0,442 0,376 592,0 0,398 68,37 
ae 0,14 0,403 0,244 —524,2 —0,226 43,78 
| 0,15 0,327 0,213 —5622  —0,539 28,83 
Br: 0,155 0,281 | 0,269 472,4 0,294 28,99 
es 0,16 0,234 0,382 | 496,1 0,342 33,91 
er 0,17 0,248 0,527 | 519,9 0,364 52,74 
0,18 0,325 0,417 | 535,4 0,153 65,61 
0,19 0,373 0,324 —508,8 —0,073 | 623,81 
0,20 0,406 0,292 —507,6 — 0,168 50,70 
0,21 0,408 0,318 —500,6  —0,169 40,42 
u: 0,22 08323 ı 0,380 508,9 0,074 41,02 
: u - 0,23 0,269 0,381 497,6 0,235 48,82 
0,24 0,289 0,367 | 496,0 0,181 56,14 Ah 
0,25 0,355 0,359 577,1 | 0,045 56,66 
u; 0,26 0,405 0,343 625,1 | 0,160 51,10 k 
= 0,27 0,405 0,336 —496,1 —0,175 47,82 n 
0,28 0,348 | 0,332 —556,6 47,30 Es 
: & 0,29 0,312 0,352 492,7 49,30 hat 
0,30 0,308 0,381 502,7 52,02 
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naten aller wichtigen Punkte sind mit Angabe des Farbtons 4, 
der Batügung o und der Helligkeit H in Tab. 2 vereinigt. > 2 

. Wir verknüpfen die Erscheinung bei gekreuzten und bei 
n Nicols durch Erörterung des Übergangs von der einen 
in die andere Lage. Aus dem allgemeinen Intensitätsausdruck (2) 
folgt unter Beibehaltung der Diagonalstellung « = 45° in der ge- BG 
wohnten Weise 7 

720 720 


(10) X = cos? af, z, di — sin (90° — 28 ) [E: 


Y und Z entsprechend. Sais 
Die Integrale sind die bekannten in Nr. 5 mit X,, X, 
bezeichneten, @ = 90° führt auf den Fall der gekreuzten Nicols = 
zurück (Nr. 2), @ = 0° auf den der parallelen (Nr. 5), 3= 45° aufden _ 
Weißpunkt mit halber Helligkeit. Für die Zwischenwerte ergibt 
sich als Bahn des Meßpunkts im Dreieck eine (Gerade; denn die 
Koordinaten 
X,, cos? 8 — X, sin (90° — 22) 

(X,, + Y,, + Z,,) cos? — x, _ + ) sin (90° — 


= 


y und z entsprechend, erfüllen die Bedingung = 


r— ty 


Y — Yo 


= constans. 


Wie diese Gerade mit abnehmendem  durchlaufen wird, zeigt 
Abb. 6 am Beispiele des MeBpunkts d = 0,10 mm. Ausgangsstelle 
G bei 6 = 90° ist nach Abb. 2 ein gesättigtes Gelb von —583 mu, | 
Endpunkt B nach Abb. 5 das komplementäre Blau ~ 484 mu. _ 
Es kommen nur diese beiden Farbtöne ins Spiel, und wir bemerken: 
hat das zweite Glied in (10) das negative Vorzeichen, so befinden 


1 
1 
3 
& 
A 
bb. 6. Übergang von gekreuzten zu parallelen Nic & ; 
Mer 
| 


336 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 38. 1940 a 


wir uns auf der blauen Seite, allgemeiner auf der Seite des Farb- 
tons bei parallelen Nicols, bei positivem Vorzeichen auf der gelben 
Seite. 

8. Unübersichtlicher liegen die Verhältnisse, wenn wir div Plat 
zwischen feststehenden Nicols drehen. Nun ist @ die laufende Ver- 
änderliche, @ der Parameter. Nach (2) unter Beachtung von (5) und 
(7) werden die Reizbeträge 
(11) X = c0s?3-X,— sin Y undZ entsprechend, 


a) Parallele Nicols, 8 = 0° Der Meßpunkt wandert wie in Nr. 7 
auf einer Geraden, von Weiß bei « = 0° zur gesättigtsten Färbung, 
1X die er in der Diagonalstellung 
60486 - a = 45° erreicht, und zurück zu 
Weiß. Legen wir wieder das 
Beispiel d = 0,10 mm der vori- 
gen Nummer zugrunde, so wäre 
es ein Wandel von Weiß 
(x, = 0,348) zum „Blaupunkt“ B, 
x, = 0,159 (vgl. Abb. 6) und 
zurück. Wir tragen für dieses 
d die x-Koordinate in Abhängig- 
keit von « als erste Kurve mit 
der Parameterangabe 3 = 0! 
in Abb. 7 ein. 

b) # = 30°. Bei a =0° 
der WeiBpunkt, wegen des Fak- 
tors cos? # mit verminderter 
Helligkeit. Für ein @ zwischen 
0 und 30° ist in (11) das zweite 
Glied positiv; nach der Schlub- 
bemerkung der vorigen Nummer 
A , fücken wir also, in gerader 

Tinie, auf den Farbpunkt bei 
Abb. 7. Plattendrehung zwischen fest- gekreuzten Nicols, in unserem 
Beispiel auf den Gelbpunkt 6, 


x, = 0,486, zu, kehren aber unterwegs bei «, = £ um und sind 
bei == 30°, wo das zweite Glied verschwindet, wieder beim 
Weißpunkt. Dann wird das zweite Glied negativ: wir streben dem 
Blaupunkt zu und erreichen ihn bei «=60°, denn hier, allgemeiner 
3 + 90° 


bei a, = , m. a. W. 45° hinter dem Umkehrpunkte «,, wer- 


den in (11) die Faktoren von X, und X, gleich und heben sich 
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um und erreicht bei 90° wieder Weiß. Auch diese Kurve ist in . 
Abb. 7 eingetragen. 
c) 8 =60% Der Marsch zum Gelb erstreckt sich jetzt bis 


- = 30° und führt näher an den Gelbpunkt heran. Erst bei 


«= 3 = 60° ist der Weißpunkt wieder erreicht, beie, = «, + 45° = 75° 
der Punkt B; bei 90° wieder Weiß. Vgl. Abbildung. er 

d) Je mehr wir uns # = 90° nähern (8 = 89° in der Abb.), um ; 
so rascher und höher geht der MeBpunkt zu G hinauf, um so länger 
verbleibt er in seiner Nähe. Nach raschem Abfall zu Weiß ist der 
blaue Bereich auf ein geringes «-Intervall beschränkt, hier auf 
4a=1°. Aber das gesättigte Blau wird im Gegensatz zum Gelb- © 
punkt erreicht, bei @ = 891/,°, wenn auch wegen des kleinen 
cos?# = sin?2«, mit sehr geringer Helligkeit. 

e) Im Grenzfalle 8 = 90° ergeben sich nach bekannten Grenz- _ 
wertbetrachtungen zwei Unstetigkeitsstellen, bei « = 0 und 90°. Belo’ 
springt der Meßpunkt mit der Helligkeit null vom Weißpunkt zu G 
hinauf. Er verbleibt dort bei erst zu- dann abnehmender —s ; 
und springt bei «= 90°, wieder in der Helligkeit null, nach B 


hinunter und wieder zum Weißpunkt hinauf. : 
f) Bei einem % im zweiten Quadranten beachten wir, daß B | 


jeweils bei «, = ee erreicht wird und der Weißpunkt, neben | 


beim Übergang zu z, y, z fort. Darauf kehrt der MeBpunkt u ” 
ra 


«=0 und 90°, bei «, = @— 90° Einige der Kurven sind in die 
Abb. 7 übernommen. Die einfachen Spiegelungsbeziehungen, in 
denen sie zu den Kurven b und ¢ stehen, sind leicht abzulesen. — _ 
Die Fortsetzung aller Kurven in den zweiten Quadranten von « ist 
angedeutet. 

Überraschend ist die verschiedene Rolle, die G und B spielen. 
B wird bei jedem 3 mit endlicher Helligkeit erreicht, nur nicht im 
Grenzfalle 8 = 90°. G wird bei keinem 3 erreicht außer im Grenz- 
falle 8 = 90°. Dafür treten bei den 3-Werten um 90° die großen 
«-Bereiche auf, wo der Meßpunkt nahe bei @ liegt — während die 
nächste Nachbarschaft von B immer nur kurz aufgesucht wird. 


9. Man pflegt die Ordnungen der Gipsfarben mit der Farbfolge 
in den Newtonschen Ringen zu vergleichen. Wir werfen zum Schluß 
einen Blick auf dieses „Urphänomen“ der Interferenzfarben (wofern 
man ein Goethesches Wort in so bedenklichem Zusammenhang 
anwenden darf), und untersuchen, wie weit die allenthalben betonte 
Ähnlichkeit einer quantitativen Prüfung standhält. 
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Der Gips zeigte bei gekreuzten Nicols die Intensität 


d 
J, = a, sin’—- mit = n- An, 
[vgl. Gl. (3) und (1). Die elementare Theorie der Newtonschen 
Streifen an einer Vakuumplatte liefert für reflektiertes Licht den 
gleichen Intensitätsausdruck, nur daß jetzt 0,/2 die Bedeutung hat 


ji er mit D als Dicke der Vakuumschicht. Es entsprechen sich 


also in der Färbung Dicken, die in der Beziehung 
a 


D=d. 
stehen. Eine für alle A gültige Zuordnung eines D zu einem d ist 
nicht zu erreichen, da An von der Wellenlänge abhängt. Es nimmt 
aber beim Gips vom Violett zum Rot nur wenig ab, von 0,0096 
auf 0,0090. Wir setzen versuchsweise den Mittelwert An = 0,0093 
ein und hoffen die in Nr. 2 für irgend ein d errechnete Färbung 


bei einem 
* 


mehr oder minder genau wiederzufinden. 


Tabelle 3 


d D 
in mm | in mm | 
0,001 | 0,0,465 0,297 0,308 0,395 
0,01 -0,0,465 0,302 0,313 0,385 
0,03 0,0,1395 0,358 0,365 0,277 
0,04 | 0,0,1860 0,429 0,423 0,148 
0,045 0,0,2093 0,493 0,446 0,061 
0,05 00,2325 0,541 0,419 0,040 


0,27 0,0,1256 0,303 0,360 0,337 
0,28 0,0,1302 0,372 0,355 0,273 
0,29 0,0,1349 0,414 0,347 0,239 
0,30 0,0,1395 0,388 0,330 0,282 


In Tab. 3 sind für die kleinsten und größten Gipsdicken d die 
entsprechenden Vakuumdicken D angegeben und die Farbkoordi- 
naten, die man für sie durch Planimetrierung findet. 

Vergleicht man die Koordinaten der kleinsten D mit den 
korrespondierenden der Tab. 1 oder noch besser: trägt man sie in 
die Abb. 2 ein, so ist man überrascht, wie vollkommen sie sich dem 
Kurvenzug bei gekreuzten Nicols anpassen. Auch die „Newton- 

mit 
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geringsten Helligkeiten und einer Sättigung o von etwa 0,200 bei 
480 mu, und der erste Bogen entspricht genau dem für den Gips 
berechneten. Es ist anzunehmen, daß das praktisch auch für den 
weiteren Kurvenverlauf gelten wink: denn noch die vier berechneten 
Schlußpunkte liegen in ennittetbacet Nähe der entsprechenden Gips- 
punkte und kennzeichnen wie sie ein Stiick des Ubergangs von — 
einem ungesättigten Blaugrün zu einem matten Rot und Purpur. 
Darüber hinaus werden unsere Kurvenzüge für jeden doppel- 
brechenden Kristall von nicht abnormem Dispersionsverlauf zuständig 
sein, wofern man nur an Stelle unseres d die Dicke d, anschreibt, = 
die mit d und den beiderseitigen mittleren An durch die 
Zusammenfassung 22 
Die Farbfolgen, die Gipsplatten verschiedener Dicke oder die 
ein Gipskeil zwischen gekreuzten oder parallelen Nicols in der Diago- 
nalstellung zeigen, werden über die üblichen unbestimmten Kenn- 4 
zeichnungen wie „lavendelgrau“, „blaß strohgelb“, „glänzend grin oa 
usw. hinaus für die ersten fünf Ordnungen nach ihren Farbkoordi- 
naten im IBK-Dreieck, nach Farbton, Sättigung und Helligkeit 
festgelegt und erörtert. 
Ebenso werden die Farbvorgänge behandelt, die man beim 
Drehen des Analysators über feststehender Platte und beim Drehen . 
der Platte zwischen feststehenden Nicols beobachtet. 
Entsprechende Rechnungen für die Newtonschen Interferenz- 
farben zeigen deren nahezu vollkommene Einpassung in die für den x 
Gips gefundenen Kurvenzüge im Farbendreieck. Man kann daraus 
schließen, daß die Ergebnisse auch für jeden doppelbrechenden 
Kristall von nicht abnormem Dispersionsverlaufe gelten. 


Danzig - Langfuhr, Institut der 
Technischen Hochschule. 
(Eingegangen 6. Juli 1940) 
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Neuere Untersuchungen über die optische Erregung von Farb- 
zentren') haben gezeigt, daß der daran meist vorwiegend beteiligte 
Klementarvorgang die Bildung von „Doppel-Farbzentren“ bewirkt?) 

Bei der Begründung und Darstellung dieser Ergebnisse wurden Vor- 
aussetzungen benutzt, die im allgemeinen nicht zutreffen, deren Auf- 
hebung die Folgerungen über die Elementarvorgänge 2F <> F, je- 
doch nicht berührt. Im folgenden sei daher die allgemeine Sach- 
lage gekennzeichnet, soweit sie gegenwärtig analysierbar ist; eine 
ausführliche Begründung von Einzelheiten wird unter verschiedenen 

Gesichtspunkten an anderen Stellen veröffentlicht werden. 


A. Färbungsbande und Farbzentren. 


1. Im Temperaturbereich der optischen Erregungserscheinungen 
gibt es keine thermodynamischen Gleichgewichte, sondern nur meta- 
stabile Kristallzustände. Bei diesen Temperaturen entstandene und 

_ verbliebene unverformte Kristalle liefern bei genügender Reinheit 
keine meßbaren Anzahlen von Farbzentren. Die Farbzentren der 
Erregungserscheinungen beruhen demnach auf wesentlich gestörten 
metastabilen Kristallzuständen. 


Die unerregte Färbungsbande der Salzkristalle ist in diesem 
Rn keine einfache F- Bande mehr, sondern stellt eine 
vom Kristallzustand abhängige Komplexstruktur dar. Im einfachsten 
Falle ist diese Komplexstruktur an einer strukturempfindlichen 
Halbwertsbreite erkennbar, deren Temperaturabhängigkeit ebenfalls 
mit dem Kristallzustand veränderlich ist; die größten Verschieden- 
= der Bandenbreiten sind stets merklich kleiner als die Banden- 
breiten selbst. Da die Färbungsbande lichtelektrisch sich zumeist 
wie eine einheitliche Bande verhält und auch in tiefer Temperatur 


1) H. Pick, Ann. d. Phys. [5] 31. S. 365—376. 1938; 35. S. 73—83. 199; 
37. S. 421—428. 1940. 
2) Wir schlagen daher vor, diese Zentrenart mit F, zu bezeichnen und 
die bisherige Bezeichnung F’ für die den F-Zentren verwandte Elektronen- 
bindung in verformten und verspannten Kristallen zu benutzen. 
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keine Auflösung ergibt, zeigt sie das Verhalten einer Bandengruppe mA 
mit einer Spektralbreite der Teilbanden-Schwerpunkte, die klein bleibt 
gegen die Halbwertsbreiten der Teilbanden. 


3. Durch photochemische Herstellung der Färbungsbande können 
bei verschiedenen Kristallzuständen innerhalb des maximalen Spiel- 
raumes der Bandenbreite verschiedene spektrale Lagen des Absor ptions- 
maximums der Färbungsbande erhalten werden. Die kurzwellige 
Grenzlage findet sich z. B. bei möglichst spannungsfreien Kristall- 
zuständen verwirklicht, die langwellige Grenzlage an stark verspanntem 
Kristallmaterial. Wenn die Färbungsbande ein von der kurzwelligen 
Grenzlage abweichendes Maximum besitzt, gibt es Kristalizustände, 
bei denen die Wärmebewegung eine allmähliche Umbildung der Banden- 
form herbeiführt, bis das Bandenmazımum die kurzwellige Grenzlage 
angenommen hat. Neben diesen, bei unverändertem Kristallzustand — 
ablaufenden Vorgängen gibt es auch langsame Veränderungen der 
Bandenform, die mit spontanen Veränderungen des Kristallzustandes 
zusammenhängen. 


4. Auch jede willkürliche Abänderung des Kristallzustandes durch 
bildsame Druckverformung verändert die Spektralverteilung der Färbungs- 
bande innerhalb des maximalen Spielraumes der Bandenbreite. Be- 
findet sich das Bandenmaximum in oder nahe der kurzwelligen 
Grenzlage, so tritt eine Rotverschiebung des Bandenmazximums ein, 
das bei ausreichender Verformung schließlich die langwellige Grenz- 
lage erreicht. Je nach dem Ausgangszustand können hierbei Zu- 
oder Abnahmen der Bandenbreite gefunden werden. 


ren 


ten ‘ae 
5. Die einfachste Deutung der vorstehenden Tatsachen beruht 


auf der Annahme, dab die Komplexstruktur der Färbungsbande aus _ 
einer über ihren Spektralbereich kontinuierlich verteilten Folge von 
= Teilbanden besteht, die in Abhängigkeit vom Kristallzustand und 


im beeinflußt durch die Wärmebewegung mit wechselnden Intensitäten 
we; verwirklicht werden. Für die Gleichartigkeit der Teilbanden spricht 
ls neben dem einheitlichen lichtelektrischen Verhalten der Summen- 
id bande, daß (für NaCl) in geeigneten Kristallzuständen Färbungsbanden 
= festgestellt sind, die bei verschiedener Lage des Bandenmarimums 
Halbwertsbreiten mit merklich übereinstimmenden Kleinstwerten 
a besitzen. 
6. Als normale Farbzentren-Bande bezeichnen wir daraufhin die 
Grenzform der Färbungsbande mit kurzwelliger Grenzlage des Banden- 
oi maximums und kleinstmöglicher Halbwertsbreite. Dies sichert die 
ur Stetigkeit des. Anschlusses an die in Hochtemperatur für echte 


Kristallgleichgewichte bestimmten F-Banden und befindet sich in 
Annalen der Physik. 5. Folge. 38. 23 
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praktischer Übereinstimmung mit den meisten für Raumtemperatu 
gemachten Angaben, weil hier an länger gelagertem Kristallmateria] 
in vielen Fällen auch ohne jede Absicht spannungsarme Kristall. 
zustände verwirklicht waren. Für tiefere Temperaturen trifft dies 
jedoch im allgemeinen nicht mehr zu, so daß hier für verschiedene 
Alkalihalogenide weder die kurzwelligen Grenzlagen noch die kleinst. 
möglichen Halbwertsbreiten der Färbungsbanden als Daten für 
F-Banden genau genug bekannt sein dürften. 


7. Die übrigen, in den verschiedenen Formen einer Fäürbungs- 
bande enthaltenen Teilbanden sind der F-Bande wesensgleich un 
werden hier darum als F’- Banden bezeichnet'). Sie unterscheide 
sich von der F-Bande in erster Annäherung nur durch eine geringe 
Rotverschiebung des Bandenmaximums, die z.B. für NaCl bis zu 
dem anscheinend temperaturunabhängigen Betrage von 10 mu an- 
wachsen kann. Durch die bisher erkannten Bedingungen für ihre 
intensive Verwirklichung wird nahegelegt, die F’- Banden als F-Banden 
mehr oder minder stark verspannter Kristallgebiete anzusehen. 


8. Die Zuordnung bestimmter F- und F’-Zentren zu den F- 
und F’-Banden erfordert noch zusätzliche Ermittlungen über die 
räumliche Verteilung dieser Zentrenarten über das Kristallinnere, da 
aus der makroskopischen Geltung der optischen Absorptionsgesetze 
nur im Temperaturbereich echter Gleichgewichtszustände auf eine 
merkliche Gleichförmigkeit molekularer Zentrenverteilungen geschlossen 
werden darf. Es ist daher von vornherein ungewiß und der Über- 
prüfung bedürftig, ob selbst durch Elektroneneinwanderung in Hoch 
temperatur hergestellte und durch Abschrecken eingefrorene Färbung: 
zustände räumlich genügend gleichförmige Zentrenverteilungen be- 
wahren. Photochemisch erzeugte Färbungszustände sind im allgemeine: 
durch ungleichförmige Zentrenverteilungen gekennzeichnet, die ein 
bestimmte statistische Ordnung bezüglich der gröberen Fehlbaustelle 
des Kristallmaterials aufweisen. 


B. Optische Erregung von Färbungsbanden 


9. Die erregende Einstrahlung von Licht in Färbungsbande 
betrifft somit im allgemeinen weder reine F-Banden noch räumlie 
gleichförmig verteilte Färbungszentren. Wie die Gestalt der Fiirbungs- 
banden, so ist auch das Ergebnis der optischen Erregung im allge 
meinen vom Kristallzustand abhängig. Kristallfärbungen mit eine 


1) Vgl. oben Anm. 2 auf S. 340. i; 
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überwiegenden Menge von F’-Zentren liefern im allgemeinen andere 
erregte Spektralverteilungen als solche mit iiberwiegenden Mengen 
von F-Zentren. Zur Kennzeichnung der Erregungsvorgiinge und | j 
erregter Färbungszustände sind neben den Konzentrationsverhältnissen 
auch Angaben über die räumlichen Verteilungseigenschaften aller vor- 
handener Zentrenarten erforderlich. So können die F-Zentren un- 
erregter und vollerregter Färbungszustände völlig verschiedene räum- 
liche Verteilungseigenschaften besitzen. 


10. Die optischen Errequngseigenschaften der Färbungsbanden 
von Salzkristallen sind demnach neben der Bildung von Doppelfarb- 
:entren durch die grundsätzliche Mitbeteiligung von F’-Zentren gekenn- 
zeichnet. Das durch Differenzbildung zwischen erregter und un- 
erregter Spektralverteilung abgeleitete Absorptionsspektrum ist im 
allgemeinen keine einheitliche Bande von Doppelfarbzentren, sondern 
enthält auch F’-Banden. Aus der reversiblen Erregbarkeit von 
F-Bandengruppen ohne F-Bande folgt ferner, daß neben F,,- Zentren 
(Pick) auch F’,’-Zentren entstehen können. Eine endgültig gesicherte 
Form der F,-Bande dürfte daher selbst bei weitgehend spannungs- 
freiem Kristallmaterial erst angebbar werden, wenn die Abhängigkeit 
des gesamten Differenzspektrums der optischen Erregung vom Kristall- 
zustand in ähnlichem Umfange geprüft ist wie für die unerregten 
Färbungsbanden. 

Als Gesamtergebnis erregender Einstrahlung in Färbungs- 
banden ist folgende Mehrzahl von Elementarvorgängen angebbar: 


a) Ortsveränderungen von F- und F’-Zentren. 
b) Wechselseitige Umwandlungsvorginge zwischen F- und F- 
Zentren. 
Bildung von F,-Zentren aus F-Zentren (Pick. 
d) Bildung von F,'-Zentren aus F'-Zentren. 


Während die Ausbeute von a) offensichtlich stets dem Quantenäqui- 
valent entspricht, das auch für b) sowie c) (Pick) eine obere Grenze 
darstellt, ist die Ausführbarkeit der Übergänge F ”F von der 
gegenseitigen räumlichen Anordnung dieser Zentrenarten entscheidend 
abhängig. Das gleiche gilt für die Bildung von Doppelfarbzentren 
F, bzw. F,’ aus F- bzw. F’- Zentren. 

12. Die Beteiligung vorhandener oder absichtlich zugesetzter 
Fremdatome an den optischen Erregungserscheinungen photochemisch 
erzeugter Färbungen (z.B. für SrCl, in NaCl) ist so geringfügig, pas 
daß daraus alle vorstehend besprochenen Vorgänge als Eigenschaften 
fremdstofffreier Kristallzustände zu erschließen sind. 7 
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Die vorstehend benutzten experimentellen Ergebnisse stamm 
von meinen Mitarbeitern K. Helbig, R. Hoffmann, E. Pose 
H. J. Schröder, H. Schubert und H. Wolff; sie sind, auch soweit 
bereits auszugsweise veröffentlicht), einer völligen Neubearbeitung 
unterzogen worden. 

Der Deutschen Forschungsgemeinschaft und der Helmholtz. 
Gesellschaft sei auch hier fiir die Férderung dieser Arbeiten yer. 
bindlichst gedankt. 


1) H. J. Schröder, Ztschr. f. Phys. 76. S. 60S—627. 1932; K. Helbig 
ebenda 91. 573—592. 1934; E. Poser, ebenda 91. 593—599. 1934; H. Wolff 
ebenda 110. 512—528. 1938. 
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ba Von Fritz Bopp 

Inhalt: $1. Feldgleichungen, Energie-Impuls-Tensor. — § 2, Punkt- 
ladung und Bewegungsgleichungen. — $ 3. Strahlungskraft. — $ 4. Ent- 
wieklung der Hamiltonfunktion. 

> 
> 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist hauptsächlich ein 
klassisches. In dem von Mie’) gegebenen Rahmen einer allgemeinen 
Elektrodynamik wird eine lineare Theorie punktförmiger Elektronen 
mit endlicher Feldenergie entwickelt. Der unten folgende Ansatz, 
der ursprünglich als ein Übungsbeispiel zur Mieschen Theorie ge- 
dacht war, hat durch die Arbeiten von Born, Infeld u. a.*) bei der 
Herausstellung des Unterschieds zwischen den Mieschen und unsern 
Bewegungsgleichungen wertvolle Förderung erfahren. Umgekehrt 
hofft der Verf., daß die Voraussetzungen, die der Ableitung der Be- 
wegungsgleichungen in der Bornschen Theorie zugrunde liegen, in- 
folge der durch die Linearität bedingten Einfachheit besonders 
deutlich in Erscheinung treten. Die vollständige Formulierung der 
Bewegungsgleichungen unter Einschluß der Strahlungskräfte, die bei 
Born noch fehlen, ist im Anschluß an eine Arbeit von Dirac’) über 
die Strahlungskräfte in der Maxwellschen Theorie gelungen. Es ist 
bemerkenswert, daß damit bezüglich des Aufbaus des Elektrons das 
ursprüngliche Ziel des sogenannten elektrodynamischen Weltbilds*), das 
viel spezieller als das Miesche ist, im Rahmen der verallgemeinerten 
Feldgleichungen vollständig verwirklicht wird. 

Den Anstoß zur Ausarbeitung und Veröffentlichung der folgenden 
Rechnungen haben die Yukawaschen 5) Arbeiten zur Theorie der Kern- 
kräfte gegeben. Insbesondere zeigen Teile unserer Feldgleichungen 
eine bemerkenswerte Verwandtschaft zu den Proca- Yukawaschen 
Gleichungen‘), die die Vermutung nahelegt, daß die Yukawakräfte 
nicht nur für das Zusammenhalten der Kerne sondern auch für die 
Kohäsion des Elektrons verantwortlich sind. Diese Verwandtschaft 
ist formal durch die ähnliche Struktur der Maxwellschen Gleichungen | 
einerseits und der Yukawaschen Gleichungen andererseits bestimmt, 


*) Breslauer Habilitationsschrift: vorgetragen auf der Gautagung der 
D. physik. Ges. im Juni 1940 in Leipzig. 
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und findet ihre zahlenmäßige Bestätigung in der auffälligen, größen- 
ordnungsmäßigen Übereinstimmung der Reichweite der Kernkräfte 
mit dem klassischen Elektronenradius und des Verhältnisses de 
Elektronenmasse zur Masse der Yukawaquanten mit der Feinstruktur. 
konstanten, ebenfalls einem reinen Klektronendatum. Diese Analogie 
ist, wie wir sehen werden, keineswegs vollkommen. Es erscheint 
auch nicht zweckmäßig, sie von vornherein über das sich selbst dar- 
bietende Maß hinauszutreiben. Einstweilen müßte das zu künstlich 
erscheinenden Komplikationen führen, ohne daß dadurch die Ein- 
druckskraft der Analogie erhöht würde. Unsere Vorsicht wird durch 
den Umstand begünstigt, daB trotz der Verwandtschaft auch sachliche 
Unterschiede bestehen können. Während z.B. für die Wechselwirkur 
der Neutronen im Kern geladene Mesotronen verantwortlich sind, 
scheinen beim Elektron den Lichtwellen entsprechende ungeladeı 
Materiefelder durchaus wahrscheinlich. 


_ Mie‘) hat angegeben, wie man die Maxwellsche Elektrodynaı 


$1. Feldgleichungen, Energie-Impuls-Tensor 

im Rahmen der bekannten Grundgrößen erweitern kann, so dal 
beständige Zusammenballungen elektrischer Ladung möglich si 
Seine Feldgleichungen lassen sich aus einem Variationsprinzip ab- 
leiten: 


(1) dt = 0, L, = 
dessen Lagrangedichte 


(2) L, = L, (faps 4, 

in Lorentz-invarianter Weise vom Viererpotential g, und dem Feld- 
tensor 

(3) 

abhängt°®). Im Grenzfall schwacher Felder soll diese in die Lagrange- 
dichte der Maxwellschen Theorie übergehen: ee : 


(4) L > Li = 7 


1 2 
~ 16a 


Die unabhängige Variation nach ¢, führt zu den Feldgleichungeı 
é F, 4a 
_ 


0p © Sas 


in denen 


bedeuten. 


Die Mieschen Feldgleichungen (5) unterscheiden sich in doppelter 
Weise von den entsprechenden Maxwellschen Gleichungen. Erstens 
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hängt der Viererstrom s, nach der zweiten Gl. (6) unmittelbar mit 
dem Viererpotential zusammen, das durch ihn eine absolute Be- 
deutung gewinnt. An die Stelle der Bewegungsgleichungen für ¢ 
treten die Gl. (3), die hier nicht mehr Definitionsgleichungen sind, da 
das Viererpotential bereits durch die Gl. (6) vollständig bestimmt ist. 
Sie lauten nach raumzeitlicher Aufspaltung, wenn wir (4) = (a.iy) 
setzen: 


(7) a =—c(€ + gradg), = rota. 


\ 
Danach erscheint das Potential g als ein Druck, der für das Zu- 
sammenhalten der Ladungsballen verantwortlich sein kann?, 

Zweitens zeigen die Feldgleichungen (5) eine Art elektrischer 
und magnetischer Polarisierbarkeit des Vakuums. Auch diese kann 
zu Kohäsionskräften führen. Sie sind von ähnlicher Natur wie die 
elektro- und magnetostriktiven Kräfte in polarisierbaren Substanzen. 
Hierin zeigt sich eine gelegentlich schon diskutierte Verwandtschaft 5 
zur Diracschen Theorie des Elektrons'!), die die zugrunde liegenden 
Vorgänge, nämlich die Fähigkeit zur Paarerzeugung, andeutungsweise 
erkennen läßt. In den speziellen von Mie betrachteten Fällen tritt 
der zweite Effekt allerdings in den Hintergrund. 

Er wird in neueren Untersuchungen allein ausschlaggebend. 
Born u. a.!?2) haben die Diskussion der Mieschen Feldgleichungen | 
in einem Spezialfall wieder aufgenommen. Sie fordern, daB die 
Lagrangedichte nicht nur Lorentzinvariant sondern auch wie in der 
Maxwellschen Theorie unabhiingig von der Normierung des Potentials 
sei’ Danach kann diese nur von dem normierungsinvarianten Feld- 
tensor f,, aus Gl. (3) und — wie wir in leichter Verallgemeinerung 
des Mieschen und Bornschen Ansatzes hinzufiigen wollen — von 
dessen Ableitungen abhängen. Es ist also 

. 
(8) L,« L, (f. 


und die Feldgleichungen lauten !?) 


am Sa fap 


él, él, 
er 
or 
. . . 

Bezüglich der Polarisation des Vakuums herrscht volle Über- 
einstimmung mit der Mieschen Theorie. Aber die Ladungs- und 
Stromverteilung folgt nicht mehr unmittelbar aus der Lagrange- 
funktion. Der Miesche Ausdruck für den Viererstrom verschwindet 
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überhaupt. An seiner Stelle werden in singulären Punkten Ab. 
weichungen von den Feldgleichungen (9) zugelassen unter gleich. 
zeitiger Voraussetzung der Stetigkeit des Feldtensors f,, und des 
Viererpotentials g,. Die Art und der Bewegungszustand der Singulari- 
täten ist zunächst weitgehend unbestimmt. Die Bewegungsgleichungen 
für die Singularitäten folgen nicht ohne zusätzliche Annahmen, die 
in den $$ 2—3 näher betrachtet werden sollen. Die Ladungen er- 
scheinen also wieder als Fremdkörper im Feld. Es bedarf darum 
einer besonderen Prüfung, ob und in welchem Sinne der Bornsche 
Ansatz das Miesche Programm einer unitaristischen Theorie von 
Feld und Materie erfüllt. 

Die Feldgleichungen (9) gelten nur außerhalb der Singularitäten, 
Ohne Beschränkung des Geltungsbereichs können wir sie in folgender 
Form schreiben: 

08 ce «a 
Darin verschwindet s, überall außer in den singulären Punkten. Di 
Viererstrom ist also von Ö-funktionsartigem Charakter. Je nachdem 
ob wir die Feldgleichungen in .der Form (9) oder (10) benutzen, 
müssen wir bei Volumenintegrationen die Singularitäten abkapseln 
oder können ohne Beschränkung über den ganzen Raum integriere 
Da die Gl.(10) Ladung und Strom explizit herausstellen, sind : 
von größerer Anschaulichkeit. Wir werden darum im allgemein 
auf sie zurückgreifen. Die zu Gl. (10) gehörige Lagrangedichte laut 

/ 6 a 1 
(11) L=L (Jap i 
Das letzte Glied ist allerdings nicht normierungsinvariant. Bei Um- 
normierungen ändert sich aber die Lagrangedichte wegen der Kon- 
tinuitätsgleichung für den Viererstrom nur um eine für die Feld- 
gleichungen unwesentliche Viererdivergenz. Die Normierungsinvarianz 
der Feldgleichungen bleibt also bestehen. 

Im folgenden soll im engen Anschluß an den zuletzt ent- 
wickelten Bornschen Formalismus eine spezielle Lagrangedichte 
untersucht werden, die eine Verknüpfung der Kohäsionskräfte des 
Elektrons mit dem Yukawafeld'* herzustellen scheint. Sie lautet 


‘ 1 2 1 (Ofap 
und enthält zum Unterschied von früheren Ansätzen die bereits er- 
erwähnten Ableitungen der Feldstärke. Tatsächlich führt sie zu 


Punktladungen mit endlicher Ruhenergie, obwohl die resultierenden 
Feldgleichungen linear sind. Dafür ist also weder die Existenz eines 
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absoluten Potentials, wie Mie meint, noch die Nichtlinearität der 
Feldgleichungen, wie Born meint, notwendig. | 

Der VerschiebungstensorF', , folgt gemäß Gl. (9) aus der Lagrange- 
dichte (12) und lautet 


] 
(13) 


Die Konstante 1/x ist von der Dimension einer Linge?®), Das 
zweite Glied der Lagrangedichte und des Verschiebungstensors liefert 
nur dann einen merklichen Beitrag, wenn sich das Feld in Bereichen 
der Länge 1/x oder in Zeitspannen 1/xc beträchtlich ändert. Da 
Abweichungen von der Maxwellschen Theorie außerhalb Kern- © 
dimensionen nicht bekannt sind, erwarten wir, daß 1/x ungefähr von — 
der Größe des klassischen Elektronenradius ist. 

Ähnlich wie in der Elektrodynamik substantieller Medien kann 
man statt des Polarisationstensors 


\ T 1 
14) 


und des wahren Viererstroms s, den freien Viererstrom zur Be- 
schreibung der Vorgänge benutzen. Bezeichnen wir diesen unter 
Abspaltung eines für das Folgende bequemen Faktors mit u; 
so ist 
9 fag 
(15) U; 


und aus den Gl. (10), (13) und (15) ergibt ich — 


4a öu, 


(16) c a? Ca 


Neben der Kontinuitätsgleichung für den freien Viererstrom erhält 
man also Wellengleichungen von der von Yukawa) diskutierten — 
Art. Die Konstante x stimmt nach unserer obigen Abschätzung — 
größenordnungsmäßig mit dem Yukawaschen Wert überein. Der 
Zusammenhang wird noch deutlicher, wenn wir die Feldgleichungen 

für den Polarisationstensor betrachten. Nach den Gl. (14) und 1 
ist nämlich 


a7” + — 8 _ =xU, 


da op 


Diese Gleichungen sind mit den Proca-Yukawaschen !®) Feld- k 
gleichungen für neutrale Mesotronen identisch. Der Polarisations- 
tensor entspricht dem Yukawaschen Feldtensor, und der freie 
Viererstrom ist dem Yukawapotential proportional. Die Analogie ist 
zunächst aber nur formal und läßt sich auch noch in anderer Weise 
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herstellen‘, Die vermutete Größenordnung von x ist mit dem 
Yukawaschen Wert verträglich. Aber die Realität der Felisrößen 
überrascht, denn die Hinweise auf neutrale Mesotronen sind bisher 
nur unsicher. Eine tiefergehende Abweichung von der Yuka waschen 
Vorstellung besteht darin, daß der Viererstrom als Quelle des \ ukawa- 
felds auftritt!®. Gewöhnlich schreibt man diese Fähigkeit den 
schweren Teilchen zu, und zwar dem Proton und Neutron in zleicher 
Weise, unabhängig von ihrer Ladung. Es bleibe dahingestellt, ob 
diese Unterschiede wesentlich sind oder ob sie sich beim weiteren 
Ausbau der Theorie verlieren. 

Den Verschiebungstensor F, , kann man aus dem Viererpotential 


1 
(18) ®,= 9,45 
ableiten. Es gilt also 


19) ap = 


omy) 
Das sind genau die Maxwellschen Gleichungen des Vakuums. Das 
Miesche Feld f,, zerfällt danach in unserm Fall in ein reines 
Maxwellfeld F,, und in ein Yukawafeld U,,. Die Verknüpfung der 
beiden erfolgt allein über den Viererstrom s, als gemeinsamer Quelle. 
Im Anschluß an die Feldgleichungen wollen wir noch die Eı- 
haltungssätze angeben. Entsprechend dem Zerfall in das Maxwell- 
sche und Yukawasche Feld erhält man in den ladungsfreien Ge- 
bieten, also außerhalb der Singularitäten, zwei Tensoren, für die 
getrennt Erhaltungssätze gelten, nämlich nn 


ap 
| 7° Iv,,U,, + 4 a U, +> 7{ 

Ihre Divergenz verschwindet außerhalb der Singularitäten. Ohne 


Beschränkung gilt 
(21) = > 8 = op 


Da nur das Miesche Feld am Ort der Singularitäten endlich ist, 
müssen sich die beiden angegebenen Anteile des Energie-Impuls- 
Tensors subtraktiv zum gesamten Tensor zusammensetzen gemäß 


(22) 


wenn die Arbeits- und Impulsbeiträge auf der rechten Seite der 
Gleichung 
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endlich sein sollen. Die entsprechenden Glieder in Gl. (21) divergieren. 
Eine formale Begründung für das negative Vorzeichen des Yukawa- 
schen Tensors, einer weiteren Abweichung von den üblichen An- 
nahmen, wird sich in $ 4 beim Übergang zur Hamiltonfunktion 
ergeben. 

Zum Schluß dieser Betrachtungen soll noch die für die Anwendung 
wichtige Trennung der Gleichungen in Raum- und Zeitkomponenten durch- 
geführt werden. Es sei (x,) = (t, ict), (8,) = (3, icg) 
| (p.) = (a,ig), Ga > * * * *) 

| D)=WUWiDM, 

Daraus folgt nach den Gl. (14) und (1S) 
| =€+3%, 5 = 


(24) 


94 
| A= a+—U, 


und die Feldgleichungen lauten ‘= 
rot — —ß8, dv®=0, rot K}= 7 =zI 
4 


(26) rot — 16, div G@=0, rot G= 


div T= 429. 
Der Zusammenhang mit den Potentialen ist durch die Gleichungen 


G=-gradg - B=rota, 


1 
»5=-gradV- — U, = rotll, 


1 
grad®- 4, 9 = rot A 
gegeben. Wenn man die Normierung der Potentiale durch die üblichen Be- 
dingungen 
1 
(28) diva + 9=0, divl+—V=0, div%+—WD=0 
Cc 


festlegt, von denen nur die erste willkürlich ist, während die mittlere aus den 
Feldgleichungen folgt und die letzte durch G]. (25) auf die erste zurückgeführt 
wird, so erhilt man fiir diese folgende Wellengleichungen . 
] 


V — x! V=—daxg, 


9 = 
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Daraus ergeben sich fiir die Mieschen Potentiale die Gleichungen 


D(D 0, 


(30) 2, 


Die W=-T,,, die Energieflußdichte 
—ic(T,,) und der Spannungstensor = (IT,) = (T,,) 
Gl. (22) 


S = 


T= — {7 (®) + — 1.8) — 16) + + 


Darin bedeutet J den Einheitstensor J = (1,,) = (0,,) und 77) | 
zeichnet einen Tensor der Form 


(32) = A, A, — 45,0, 

dessen Divergenz 

(33) Div 77 A) = AdivA — [W, rot W 

ist. Die Erhaltungssätze lauten in differentieller Form 
divS+W = - (66), 


(34) N 1 & 1 


und in integraler Form 


| = Fr = fin dij+ + ))ar. 


Sie besagen, daß die Abnahme der Energie in einem bestimmten 
Volumen nicht nur durch Ausstrahlung erfolgt sondern im allgemeinen 
auch durch (eventuelle negative) Abgabe an die Singularität. Ent- 
sprechendes gilt für den Impuls. Danach ist im allgemeinen die 
Singularität selbst und nicht nur ihr Feld Träger von Energie und 
Impuls. 


(35) 


Wenn wir die Feldgleichungen in der ogres Form (9) be- 
nutzen, fehlt auf der rechten Seite der Gl. (35) das zweite Glied. An 
dem Ergebnis ändert sich dadurch aber nike Denn das Flächen- 
integral ist nunmehr nicht nur über die Oberfläche des heraus- 
gegriffenen Volumens sondern auch iiber die der infinitesimalen 
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Kapseln um die Singularitäten zu erstrecken. Neben der Aus- 
strahlung durch die äußere Oberfläche gibt es also auch eine — J 
oder negative Ausstrahlung in die Singularitäten. Diese ist genau 
gleich dem Beitrag der singulären Glieder in den Gl. (35). Es gilt 
nämlich der wichtige Satz, auf den wir im folgenden noch zurück- 
kommen werden, daB die Leistung an der Singularität und die auf 

sie wirkende Kraft gleich dem in der Zeiteinheit durch die infini- 
tesimale Hüllfläche tretenden Fluß der Energie bzw. des Impulses 

ist. Unser Ansatz ist also nicht nur im begrifflichen sondern uch 
im energetischen Sinne dualistisch. Ausnahmen ergeben sich nur in 
Sonderfällen, auf deren Diskussion wir in $3 zurückkommen. 


§ 2. Punktladung und Bewegungsgleichungen 


Im folgenden soll die der Punktladung entsprechende Lösung — 
der obigen Feldgleichungen untersucht werden. Wir betrachten zu- 
nächst den statischen, kugelsymmetrischen Fall, in dem die En 
gleichungen die einfache Form i 


divıd=0, €=-—gradg, D=E 
annehmen. Daraus folgt als Potentialgleichung 
=0. 


Die angeschriebenen Gleichungen gelten nur außerhalb der Singulari- 
täten. Unter der Annahme einer einzigen im Ursprung ruhenden 
Singularität erhält man als Lösung !®) 


(1) =%GFo("); 


Die Quellstärke e, ist an dieser Stelle willkürlich wählbar. Ihre 
Bestimmung ist ein Problem der Quantelung. Das Potential gy, hat 
im Zentrum der Singularität den endlichen Wert xe,, es fällt zu- 
nächst linear ab und geht weit draußen in den Coulombschen Ver- 
lauf 1/r über. Die übrigen Potentiale kann man aus Gl. (1) ableiten, 
und zwar ist ; 

9, =— 


0 V a 
2 = xe, | 
r o’o 


e zugehörigen Feldstärken lauten 


| =(1 — e-*" — xre-*r —, 
r r 
™ 

Das (D,®)-Feld (Maxwellsches Feld) ist ein reines Coulombfeld, 

während das (%, V)-Feld den Verlauf einer Yukawaschen Singularität 
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zeigt. In geringen Abständen vom Zentrum ist D= 7%, und weit 
draußen gilt D = €. 

Die Energiedichte des Feldes unserer Punktladung lautet nach 
Gl. (1,31) 


2 
l e, 


W = —(1 + 2er + 22?’ 
Sa r 
Fiir die gesamte Feldenergie folgt daraus 
(4) „= dt= xe, 


. r x 
Die Masse der Yukawaquanten Im, - verhält sich also zur 


xe,” 
Ruhmasse des Feldes (m. = 
u" & 


(5) 


wenn wir e, mit der Elementarladung identifizieren. Es ist be- 
merkenswert, daß dieses Verhältnis von x nicht abhängt. Setzen 
wir m, gleich der Elektronenmasse, so erhält man für die Reich- 
weite der Yukawakräfte 


6) - = =: = 1,40 - 10713 cm. 
Beide Zahlenwerte erscheinen befriedigend, zumal noch die oben er- 
wähnte Wechselwirkungsenergie zwischen dem Yukawaschen und 
Maxwellschen Feld fehlt. Mehr als die endgültige Angabe der 
Zahlenwerte ist beim derzeitigen Stand von Theorie und Experiment 
der Umstand wesentlich, dab die größenordnungsmäßige Überein- 
stimmung zweier unabhängiger Daten aus der Theorie des Elektrons 
(Feinstrukturkonstante, Elektronenradius) mit den entsprechenden ' 
Daten aus der Theorie der Kernkräfte (Verhältnis der Massen von 
Elektron und Mesotron, Reichweite der Kernkräfte) durch die Ver- 
wandtschaft der vorliegenden Betrachtungen mit der Yukawaschen 
Theorie eine gewisse Deutung erfährt. 

Die Feldenergie zweier ruhender Ladungen e, und e, im Abstand r be 
trägt, wie man leicht nachrechnet, 


E= + +, 
Sie setzt sich aus der Selbstenergie der beiden Teilchen und ihrer Wechsel- 
wirkungsenergie zusammen. Für ein Paar aus einem positiven und einem 
negativen Elektron folgt daraus 


= 
| 
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Im Falle gegenseitiger Durchdringung der beiden Elektronen (r=0) ver- 
schwindet diese Energie. Die Wechselwirkungsenergie kompensiert also gerade 
die Selbstenergie, so dab bei dem Verschmelzungsprozeb vollständige Zer- 
strahlung eintritt. 

Der Übergang zum gleichförmig bewegten Ladungsteilchen er- 
folgt in einfacher Weise durch Lorentztransformation. Aus den 


angegebenen Ausdrücken für die ruhende Punktladung erhält man 
im Falle der Geschwindigkeit d = fc3: 


Darin bedeutet 


Ruhsystem. Für die Feldstärken folgt daraus 


Fo 


V1 


Bezeichnen wir mit 


= i ze 
>, O)dr, py” = tae J = UVdı 


den Maxwellschen und die beiden Yukawaschen Anteile der Energie- und 
Impulsintegrale eines bewegten Elektrons, und versehen wir die entsprechenden 
Größen des ruhenden Elektrons mit dem Index ,, so ist 


| y= Po (F); (ip = &o = D, a) V = V Ga): 
fz i , ‘ 
ıgularität in dessen : 
e, 
(9 = — Fe (a) t Io LT) 
Vı-3° o} 
Energie und Impuls genügen den bekannten Relationen 
letzten Gleichungen durch direkte Ausrechnung bestätigen. © 7 
B- 
| 
® 
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(1+2 8), ("+5"). 
3 V1 - 6? 3 


4 b 
3 yl-s 
v 
ec? yı ß? 
Die einzelnen Feldbestandteile folgen also keineswegs den Gl. (10). Bei den 
Impulsen tritt insbesondere der bekannte Faktor */, auf. Die Zerlegung in 
einen Maxwellschen und Yukawaschen Energieanteil ist danach nicht 
Lorentzinvariant, obwohl die entsprechende Zerlegung der Felder eine in- 
variante Bedeutung hat. Dies hängt damit zusammen, daß die Volumen- 
integrale der Komponenten T',, des Energie-Impuls-Tensors nur unter be- 
schränkten Voraussetzungen einen Vierervektor darstellen®'). Die Gl. (10) für 
die Gesamtenergie ergeben sich aus den letzten unter Berücksichtigung der 
Identität 
Ey- BE,’ =0. 


Die Gl. (7) und (9) für gleichförmig bewegte Teilchen gelten 
näherungsweise auch für hinreichend langsam beschleunigte. Seien e, 
die Ladungen, r,(t) und v,(t) die Orte und Geschwindigkeiten der 
Singularitäten, so ergibt sich das gesamte Feld in obiger Näherung 
einfach durch Überlagerung der Teilfelder. Die Mieschen Potentiale 
lauten danach 


(11) 
und für die Feldstärken erhält man die Ausdrücke 


2 =- 2 (6,)- = 


cm 


v 


In diesen Gleichungen ist @ = -*- die übliche Abkürzung, und 
5 v ce 3? 


€ 2 v? v 


bedeutet den auf das Ruhsystem des »-Teilchens bezogenen Abstand 
des Aufpunkts von dessen Zentrum. Für den Maxwellschen und 


19:10 
st 
me 
Di 
dit 
(17 
un 
18 
| (12) 
| 
den 
Kor 
We 
| 
| 


Yukawaschen Feldanteil gelten entsprechende Gleichungen, die aus 
den obigen durch Einsetzung von ®, und V, (bzw. x V,) an die 
Stelle des Mieschen Potentials gy, entstehen. 
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Die Lagrangefunktion nimmt in dem vorliegenden Fall eine be- 
merkenswerte, teilweise schon von Born diskutierte Gestalt an. Ihre 
Dichte kann man nach Gl. (1,12) unter Abspaltung einer Vierer- — 
divergenz folgendermaßen schreiben: 

1 1 6 


(4) L=- Jap — lbax? O67 


—& @. 

(fag Y c a Pa 

Die Integration über den Raum liefert bis auf unwesentliche Zeit- _ 
ableitungen 


S / 
(15) A=L- xf _ ~8a)dr. 


Daraus folgt mit Rücksicht auf die Strom- und Ladungsverteilung ??) . 


v 


wenn wir die Potentiale aus Gl. (11) einsetzen, zunächst 


(17) = — 1 e, ly — a(t, 


und schlieBlich 


1 
(18) 


Darin bedeutet - 


Wenn wir eine Singularität herausgreifen, etwa die o., 
feld mit 


| 


— e v 
ae (r) a-a= Fo (G,,) 


bezeichnen, wobei > die Summation über alle Teilchen außer 


dem o. bedeutet, so heen man Gl. 18) bis auf Glieder, die die 

Koordinaten des o. Teilchens nicht mehr enthalten, auch in folgender 

Weise schreiben: 
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Vo {* («, Po Tu .) 
2 


vı-Pp, 


Die beiden Glieder in der ersten Zeile haben die Form der 
klassischen (relativistischen) Lagrangefunktion eines Teilchens im 
Felde der andern. Das dritte Glied liefert eine Korrektur yop 
relativistischer Größenordnung, die im wesentlichen auch in Max- 
wellscher Näherung bestehen bleibt und, wie wir sehen werden, bis 
auf die vernachlässigten Beschleunigungsglieder mit dem Darwin 
schen Ansatz?) für das Mehrkörperproblem übereinstimmt. Danac 
kann man im Anschluß an Born°*), der in seiner Näherung nur di 
beiden ersten Glieder von Gl. (21) erhält, die im vorigen Paragraphe 
aufgewiesene Lücke in naheliegender Weise durch die Forderung 
ausfüllen, daß die Lagrangefunktion (1,12) nicht nur bezüglich der 
Variation des Feldes, sondern auch gegenüber Variationen der Bahn- 
kurven der Singularitäten extremal sein soll. Dabei ist auf die 
Reihenfolge der Variationen zu achten. Die Untersuchung der Bahn- 
kurven ist erst nach Kenntnis der Feldgleichungen und ihrer Lösungen 
möglich. Durch diese Rangordnung wird eine engere Verknüpfung 
zwischen Feld und Materie hergestellt, als es in den üblichen dua- 
listischen Formulierungen der Theorie geschieht?®). Die obige Ein- 
führung der Bewegungsgleichungen stellt eine Verallgemeinerung des 
bekannten Verfahrens der Variation der Parameter zur Berechnung 
von Kräften aus der Energie?‘) dar, nach der sich die Trägheits- 
kräfte in derselben Weise ergeben, wie die Wechselwirkungskräfte 
der Teilchen mit dem äußeren Feld. Wenn wir auch, wie wir ge- 
sehen haben, von einer unitaristischen Theorie in dem strengen von 
Mie formulierten Sinne zunächst nicht sprechen können, so ist doch 
das ursprüngliche Ziel der Programmatiker des elektrodynamischen 
Weltbilds erreicht. Die Trägheit der Teilchen erscheint als ein 
Effekt der Selbstinduktion?’), denn sie hängt nach Auskunft der 
Massenglieder von Gl. (18) mit dem die Beschleunigung der Teilchen 
begleitenden Aufbau des Magnetfelds zusammen. Allerdings setzt 
die relativistische Deformation des elektrischen Felds den klassisc 
zu erwartenden Wert auf die Hälfte herab. 

Nach den beiden ersten Gliedern von Gl. (21) bewegt sich jedes 


Teilchen im Felde der übrigen unter dem Einfluß der Lorentzkraft mit deı 


xe, 3 
Masse m, = oct Das Eigenfeld der Teilchen erscheint nur im Massenglied 


und fällt damit von selbst aus dem Kraftansatz heraus. Wenn der Teilchen- 
abstand groß gegen den Elektronenradius ist, braucht man die Abweichungen 


vom 
diesem 
proble 


(22) 
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vom Maxwellschen Feld nur in den Massengliedern zu berücksichtigen. In 
diesem Fall folgt aus Gl. (185) unter Beibehaltung der für das Mehrkörper- 
problem charakteristischen Glieder ?°) 


D, | ] 
(22) A 


Im Sonderfalle zweier Teilchen ergibt sich daraus, wenn wir nur Glieder bis 
zur Größenordnung f* systematisch berücksichtigen und beachten, daß sich 1 zR 
wie verhält 
{4 = 2 “2 21) 
7 
12 
(23) 


1 Rye \? 
| {20, », 3 (0,°+0,°)+ > ((v +(v, Ru.) 


Dies geht in Ubereinstimmung mit unserer obigen Behauptung bis auf Be 
schleunigungsglieder, die wir vernachlässigt haben, aus dem Darwinschen 
Ansatz °°) 


| L)= 
(24) 
| 


—meyl— - 


+ v,0,+ (0, 


Rie R 


hervor, wenn wir die fiir die Bewegungsgleichungen unwesentliche Zeitableitung 


d 
(25) 402 dt (v Bar 
addieren. 

Im Maxwellschen Grenzfall wollen wir noch die Verzerrung des Felds 
durch die Beschleunigung näher betrachten. Wenn wir die GriBenordnung™) 
von 1/xR wie 3? bewerten und die von vd und » bzw. wie v’/R und v’/R, so 
lauten die Potentiale ®) bis zu Gliedern dritter Ordnung in 3: 


12 


R| + (v, +33 ((v, R) — 3lv.v - 


Die Lagrangefunktion (17) nimmt danach folgende Form an 


—m,c?V1— — mc? V1— R. 
Vie 


N 
+ v0, + (», 


€1 
2R,,c* \ 


ee Ris |* Re |? Rie N 
Bis zu Gliedern vierter Ordnung stimmt dieser Ausdruck nunmehr in Strenge 
mit dem Darwinschen iiberein. Die weiteren Glieder sind bei Darwin weg- 
gelassen. Ihre Berücksichtigung wird erst dann sinnvoll, wenn wir, wie das 
später geschehen soll, die Strahlungskräfte in unsere Betrachtung einbeziehen. 
Hierbei ist noch zu beachten, daß infolge der bei beschleunigter Bewegung 
auftretenden Ausstrahlung die beiden durch partielle Integration auseinander 
24* 


Kr. 
B 
“at 
| 
R 
| 
. 
« 
{i + - 
i] 


hervorgehenden Formen der Lagrangefunktion in Gl. (1,12) und in GI. (17) nieht 
notwendig zum selben Ergebnis zu führen brauchen. Im Anschluß an die j Das 
Gi. (3,6) angegebenen Lösungen für die Wellenzone kann man jedoch mindester auf d 
für die Maxwellsche Näherung zeigen, daß die Beiträge der bei der partieller folge! 
Integration auftretenden Flächenintegrale unwesentliche Zeitableitungen sin 
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Zum Schluß verdient es bemerkt zu werden, daß es außer den 
Punktladungen keine weiteren Punktsingularitäten mit endlicher 
Ruhmasse zu geben scheint. So führen z. B. die elektrische und 
magnetische 


0, und Gage = 9; = LP, 7 d(t) 
zu Für höhere Multipole gilt di 
erst recht. Über stehende Wellen, die zu schwingenden Dipoler | 
gehören, kann man im allgemeinen ähnliches sagen. Bei diese 
sitzt außerdem weit draußen ein unendlicher Beitrag zur Fel 


energie. Für Frequenzen w > xc kann die Divergenz im Zentru (5) 
Singularität wegfallen. 


auch 


übere 


$3. Strahlungskraft stehe 


ae Die obige Ableitung der Bewegungsgleichungen aus einem 
Variationsprinzip ist unvollständig. Die Strahlungskraft fehlt nocl 
wie wir sehen werden, und läßt sich als energiezerstreuende Kraft (6) 
wahrscheinlich auch nicht durch eine passende Abänderung der 
Lagrangefunktion erfassen. Man muß darum eine umfassendere 
Formulierung der Bewegungsgleichungen anstreben, die an die Stelle 
der obigen Bornschen Forderung treten soll. 

Zur Vorbereitung dieser Verallgemeinerung stellen wir das E 
gebnis des vorigen Paragraphen in einer neuen Form dar. Dabe 
beschränken wir uns einstweilen auf die Bewegung eines einzigen 
Teilchens. Seine Ladung sei e,, die Bahnkurve r,(t) und die Ge- 
schwindigkeit b(t) = t,(t). Nach den Gl. (1,29) können wir die zu- 
gehörigen Mieschen Potentiale in folgender Form schreiben: 


(1) | 

Darin bedeutet der Strich bei r, und » das Argument ? statt ¢. Ort 
und Zeit des Aufpunkts sind mit rt und £ bezeichnet, und die 
w-Funktion lautet 


(eitR — e-*R), falls k 


2) =) 
—e-*#), falls k = 


= — 
5 
Für 
+! 
8) 
: und | 
x= redl, die fi 
zurüc 
_® / yeell. avanc 
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Das erste Glied bezieht sich auf den Maxwellschen, das zweite 
auf den Yukawaschen Feldanteil. Nach Gl.(2,15) erhält man daraus 
folgenden Ausdruck für die Wirkungsfunktion 


(3) | Adt -- (1- (Uy — dt”. 
Für die zugehörige Kraft erhält man durch Variation die Gleichung 


1 w (t—t') dw dt’ 


In 


\vn Ycos w(t—t)dwdt. 


Gl. (4) enthält die Strahlungsrückwirkung noch nicht. Sie stimmt 
auch nicht mit der Lorentzkraft 


5) KR=e,t=—e, (€ 2 


überein, wenn wir unter © und ® die retardierten Feldstärken ver- 
stehen. Nach Gl. (1) ist nämlich 


(6) 


| B= fe. Vu dwdt 


eo d ; 
ak; yy, (0 _ L, )er®\ dwdt 


= | 1-5 Y(t \eiw-ddmdt. 


Erst die Addition des avancierten Lorentzfeldes, das aus dem 
retardierten durch Ersetzung von yw, durch w_,, hervorgeht, führt 
zu einem vergleichbaren Ergebnis. Nach der Transformation der 
Integrationsvariabeln + @ in —w lautet das avancierte Feld = 


e% 
2n c* — ft, for Ndwmdt 


en 


und ergibt zusammen mit Gl. (7) die grundlegende Beziehung 
1 
(9) = (Et) + , 


die für die Wechselwirkungsanteile mehrerer Teilchen auf Fokker*?) 
zurückgeht. Das gleichberechtigte Auftreten von retardierten und 
avancierten Potentialen bedeutet, daß im Mittel auch keine Strahlungs- 
reaktion stattfindet, obwohl es nach Ansatz (1) Ausstrahlung gibt"). 


7: 


| | 
| 
| 
4) \ 4 
| 
| 
| 
| lw dt’ 
| 
~ 
| | F | 
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Im Bereich der Maxwellschen Elektrodynamik hat Dira 
gezeigt, daß sich der seit langem bekannte Ausdruck für die Strahlungs. 
kraft in folgender Form schreiben läßt: 

2 2 \% 
wobei der letzte Ausdruck streng gilt. Wenn wir vorbehaltlich einer 
venaueren Untersuchung die linke Gl. (10) als allgemeinen Ausdruck 
für die Strahlungskraft übernehmen, folgt aus ihr und den vorher- 
gehenden Gleichungen gerade das retardierte Lorentzfeld als Gesamt 
kraft: 
(11) K = RK, + K, = ¢, E(r,). 
Die avancierten Größen treten nicht mehr explizit in Erscheinung, 
Sie gewinnen nur bei der Zerlegung der Kraft in einen energie- 
erhaltenden und einen energiezerstreuenden Anteil Bedeutung. 

Dieses bemerkenswerte Ergebnis legt es nahe, das Variations- 
prinzip des vorigen Paragraphen durch folgende sogleich für mehr 
Teilchen geltende Forderung zu ersetzen: 

Die aus den retardierten Potentialen berechnete Lorentzsch 
Feldstärke § = € + m [0,8] verschwindet in den singulären Punk- 
ten des Feldes. 

Mit ihr verschwinden auch die rechten Seiten der Energie- und 
Impulsgleichungen (1,34). Nach dem am Ende von $ 1 erwähnten 
Satz bedeutet dies, daß durch die infinitesimalen Hüllflächen um die 
Singularitäten kein Energie- und Impulsfluß stattfindet. Die Singu- 
laritäten sind also in diesem Fall nicht mehr am Austausch von 
Energie und Impuls beteiligt, so daß sich der in § 1 erwähnte 
Sonderfall einer im energetischen Sinne unitaristischen Theorie er- 
gibt. Die Bornschen Bewegungsgleichungen gelten also nur be 
Vernachlässigung der Ausstrahlung. An ihre Stelle tritt nunmehr 
die Forderung, daß die gesamte sich aus dem inneren und äußere: 
Feld zusammensetzende Lorentzkraft auf die Singularitäten ver- 
schwindet. Das Auftreten der Lorentzkraft gewinnt hier eine über 
die ursprüngliche, experimentelle Formulierung hinausgehende Be- 
deutung. Die begriffliche Unabhängigkeit der Bewegungsgleichunget 
von den Feldgleichungen bleibt trotz unserer energetischen Fest- 
stellungen erhalten und tritt womöglich noch stärker hervor. 

Die Art des Verschwindens des Feldes im Zentrum der Singularitäten 


bedarf einer Erläuterung. Betrachten wir z. B. das Feld des ruhenden 
Elektrons. Das skalare Potential lautet in diesem Fall nach Gl. (2,1) 
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und das Vektorpotential verschwindet. Das Lorentzfeld ist also gleich dem 
elektrischen Feld und stellt sich als Potentialgradient dar. Außerhalb der 
Singularität folgt daraus 


f= € = -gradg= (l-e "-xre” 


In ihrem Zentrum hängt jedoch das Ergebnis von der Definition des 
Gradienten ab. Die geläufige differentielle Definition führt gemäß obiger 
Gleichung zu einem bestimmten Betrag bei völlig unbestimmter Richtung. 
Das stimmt gut mit dem nach allen Seiten auseinanderlaufenden Kraftlinienbild 
überein. Die integrale Definition des Gradienten 


1 
gradg = lim > | gdf 
V>« J 


führt dagegen zu dem mittleren Wert 
f(0)=0. 

Dieser ist offenbar in der oben aufgestellten Forderung gemeint und so zu 
verstehen, daß das sich spreizende Kraftfeld die Singularität nach allen Seiten 
zu ziehen versucht und auf diese Weise in der Ruhelage festhilt. Energetisch 
wird diese Auffassung durch den integralen Energie- und Impulssatz bestätigt. 
Beschränken wir nämlich die Integration in der zweiten Gl. (1,35) auf ein 
infinitesimales Volumen um die Singularität, so verschwindet das zweite Glied 
auf der rechten Seite 


flee + dı= = 0. 
inf 


inf 
Es ergibt sich gerade der eben besprochene Mittelwert *). Trägheitskraft und 
Strahlungskraft rühren davon her, daß sich die Kraftwirkungen des Eigenfelds 
nach dessen Verzerrung durch die Beschleunigung nicht mehr kompensieren. 
Die Gl. (9) bis (11) sind nur sinnvoll, weil die Ausdrücke (7) und ($) für das 
retardierte und avancierte Lorentzfeld in den Singularitäten bereits den ge- 
forderten Mittelwert ergeben *?). 

Nach unserer neuen Forderung lauten die Bewegungsgleichungen 
für mehrere Teilchen, wenn wir der Feldberechnung Gl. (7) zugrunde 
legen und die Bezeichnungen aus dem vorigen Paragraphen über- 
nehmen 


dp 
9 v 
(12) di 


Darin bedeuten 


e Y Only , > 

e v oo i 
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Ye, ey v, ; 
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Die durch die erste Gl. (13) definierte Größe kann man als Impuls 
auffassen. Bei der Vernachlässigung der Strahlungskräfte stellen die 
den p, entsprechenden Größen, wie die Wirkungsfunktion (3) zeigt, 
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gerade die zu den Ortskoordinaten kanonisch konjugierten Größer 
dar. Die obige Verallgemeinerung ist zwar naheliegend, vorläufie 
aber nur formal und durch keine sachlichen Gesichtspunkte bestimmt 
Durch Multiplikation von Gl. (12) mit d, und Summation über all 
Teilchen » erhält man nach einfachen Umformungen mit den Gl. (1: 
den Energiesatz in folgender Form: 


d 


— t)hdwdt 


— om 


Die Abkürzungen y° und w* entsprechen den Bezeichnungen §, 
und $, in Gl. (11) und lauten 


Auf der linken Seite von Gl. (14) steht die Änderung der gesamten 
Partikelenergie, die von der Feldenergie wohl zu unterscheiden ist. 
Zur Deutung der Glieder auf der rechten Seite integrieren wir zu- 
nächst einmal über t, und zwar bei beliebigen Bewegungen im 
Intervall (— c0,+ 00), bei periodischen Bewegungen über eine 
Periode und bei Bewegungen, die nur während einer beschränkte: 
Zeit strahlen, über diese Zeitspanne. In allen diesen Fällen ver- 
schwindet der Beitrag des ersten Glieds auf der rechten Seite, wi 
man bei gleichzeitiger Vertauschung der Summationsindizes u, ı 
und der Integrationsvariabeln ¢, t’ erkennt. In der Tat darf y’ 
wenn unsere Verallgemeinerung des Diracschen Satzes richtig is 
keinen Beitrag zur Ausstrahlung liefern. Das erste Glied enthält 
danach diejenigen Energiebeiträge, die von der gegenseitigen Zu- 
streuung der Teilchen (u + ») und von der Emission und Re- 
absorption (pulsierendes Feld, u = v) herriihren*), 


Entsprechende Ergebnisse erhilt man fiir den Impuls und Drehimpuls 
Im ersten Fall folgt aus den Gl. (12) und (13) nach Summation über »: 


d y e dy? (t,t, 
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und für die Änderung des Drehimpulses der Teilchen erhält man die Gleichung: 
d ve, \ 4026, — 
(r, ,a(t,)] = {(1- ) 

dt € 2x d\t,—t,, 

. 


djt,—t, 


— sin it’ - t)dwdt'. 


Nach der Integration über ¢ verschwindet in beiden Fällen genau wie zuvor 
das erste Glied auf der rechten Seite. Ausstrahlungseffekte sind also allein 
in dem zweiten enthalten. 


Nachdem wir den Inhalt unserer an den Diracschen Satz an- 
knüpfenden Vermutung von verschiedenen Seiten betrachtet haben, 
wollen wir ihre Verträglichkeit mit allem, was man von der Strah- 
lungskraft weiß, aufzeigen. Diese ist als Reaktionskraft der mitt- 
leren Ausstrahlung definiert. Ihre mittlere Größe ist also durch 
den im Mittel verlorenen Strahlungsimpuls und ihre mittlere Leistung 
durch die im Mittel ausgestrahlte Energie gegeben. Danach gelten 
mit Rücksicht auf den Energie-Impuls-Satz in Gl. (1,35) folgende 
Beziehungen: 


(18) > =- djjdt, dt = - 


Die Integration über dj ist vektoriell zu verstehen und über die 
unendliche Kugelfliche zu erstrecken. Für die Zeitintegration gilt 
dasselbe wie für die Integrale in den Gl. (14) bis (17). Im Hinblick 
auf die zu untersuchende Vermutung erwarten wir, daß sich aus 
der obigen Definition der Reaktionskraft folgende Gleichungen er- 


geben 
, Se = — 


(20) f(t) = (te -- ro) 


bedeutet. Nur in diesem Fall stellt die Vermutung in GI. (10) einen 
möglichen Ansatz für die Strahlungskraft dar. 


5 
. & 
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Wir beginnen mit der Diskussion der zweiten Gl. (19) und beschränken 
uns bei der Durchführung der Rechnung auf den Yukawaschen Anteil. Die 
Gültigkeit des Satzes für den Maxwellschen Anteil ist bereits von Dirae 
bewiesen und folgt aus unserer Rechnung durch die Spezialisierung x - 0, Im 
Yukawaschen Fall ist 


(21) -fe djdt = lim -— n)) d 82 at}, 


wenn wir mit n den Einheitsvektor vom Ursprung des Koordinater 
systems zu dem Integrationselement auf der unendlich fernen Kugelfläche uı 
mit d $2 das zugehörige Winkelelement bezeichnen. Aus Gl. (1) folgt für d 
von mehreren Teilchen herrührenden Potentiale in der Wellenzone, wenn wir 
für w,, (vorübergehend) nur den Yukawaschen Beitrag 
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einsetzen: 
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Die Feldstiirken lauten danach 3 


a] 
r D 
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so daß sich aus GI. (21) der Ausdruck 


— | Sdjdt= [n, v,]In, — em, du); 
+ —8(c0 + 00) ty — (i, @ty + ty’) + 
c 


€ 


do dw’ dt dt’ dt, 


als Ausstrahlung ergibt. Die Integration über ¢, und w (Fourierintegral) läßt 
sich leicht ausführen und liefert die Gleichung 


f fo ö [n, v,][n, + x? 


(N, ty — ty’) + im(t 


dQdwdtdt. 
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opp. Eine lineare Theorie des Elektrons 


Bo 


u Kuh wir den Einheitsvektor n durch den Operator 
- ersetzen und anschließend die Winkelintegration durch- | 
Ol, 
führen. Es folgt, wenn wir die Bezeichnungen aus Gl. (15) benutzen und 
beachten, daß die Integration über w außerhalb des Intervalls (— xc, + xc) 
verläuft: 


yiee 


(24) 
| cos w(t — i ) — t,)dedtdt. 


Das stimmt gemäß unserer Behauptung in der zweiten Gl. (19) mit 


— « 
| 
dtat 
überein, wenn das dritte Glied in Gl. (27) verschwindet, wenn also 


co 


+00 
1 f osinayY ow — z#*c? 
(29) — cosroadw, = 0 
da la w*? — 
xe 


„en 
ist für a = : und r=¢—t'=+ %. Das trifft bereits für das Inte 
gral über w zu. Zerlegen wir dieses gemäß 


co 


osinad@ @ (sin a @* — x*c? — sina @) 
, cost@adw + 


cos ta da 
—x*¢? 


2 2.2 
w? — 
> 


Pr cosrodo, 


so verschwindet der erste Anteil, weil die Funktion >2 — im ganzen 
Integrationsintervall mit wachsendem w monoton nach Null strebt. Die beiden 
andern Anteile verschwinden, weil die Integrale über die Faktoren von cos 1@ > 
im Integrationsintervall absolut konvergieren. Im Maxwellschen Grenzfall 
»=() geht das Integral in den bekannten diskontinuierlichen Faktor von _ 
Dirichlet über). 

In derselben Weise bestätigt man die erste Gl.(10).. Der abgestrahlte 
Impuls berechnet sich nach GI. (1,31) im Yukawaschen Fall aus der Gleichung 


= lim r? [ {eam - 5 GGn 
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aus der zunächst die zu Gl. (25) analoge Beziehung folgt: 
n => v, 
Jacana 


i@ 
jiwa(t-t)— ty — 


 d2dodtdt. 


Die Winkelintegration läßt sich wiederum in einfacher Weise durchführen, 
wenn man für den Vektor n den oben angegebenen Operator einsetzt. Es 
ergibt sich 


d 
df) dt Se (v, (t, — t,') sin w(t — f)) 


e? (1 = ys, t,,) sin @ (t _ do dt dt 


d Isno(d-t) d 
u,v 


@ cos w (t — 


und die Vergleichung mit 


| eft (t,,) dt = One ef! dt (v,, Wey Ty — Ty ) sin @ t ) 
‘) ous (t, N) dw dt dt’ 


führt sofort zu unserer Behauptung, wenn das dritte Glied in Gl. (32) ver- 


schwindet, wenn also für r=t-!'=+» 


co 
sint@wsinad 
= dw 
a o 


ae 
co 


é ji @ sina costa 
+ Va——(— do = 0 
da \a o* 


ist. Das trifft tatsächlich zu. Das zweite Integral über w verschwindet nach 
den bereits oben getroffenen Feststellungen. Zerlegen wir das’ erste Integral 


über w gemäß 
co 
*sintwsina® ,_ sintwsina Vw? — x*c 
di = - da 
— x*c 


@,> xe 


— sintodo, 
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sint@ zu einem absolut konvergenten Integral führt. Für das hintere Glied 
erhält man folgende Abschätzung 


@, 


<a | ———— = a9, 


falls w, nach xe konvergiert. Im Maxwellschen Grenzfall z = 0 ist das ae 
w-Integral von Null verschieden. Es ist 


2 


0 


also proportional a, so daß trotzdem GI. (34) gilt). 


Damit sind die Gl. (19) vollständig bewiesen. Sie ergeben sich 
allein aus den Feldgleichungen, gelten also unabhängig davon, ob 
die Bahnkurven der Teilchen den obigen Bewegungsgleichungen 
genügen oder nicht. Das letzte kann wichtig werden, wenn neben den 
reellen auch virtuelle Bahnen zu untersuchen sind oder wenn Kräfte 
nichtelektromagnetischer Natur die Bewegungsgleichungen abändern. 
Der Ansatz für die Strahlungskraft in Gl. (10) ist “offensichtlich mit 
den Gl. (19) verträglich, aber nicht eindeutig durch diese bestimmt, 
da man stets zusätzliche Kräfte angeben kann, deren Integral- 
beiträge verschwinden. Ein Beispiel dafür liefert der Ansatz: 


{ 7 Cu e, 
| =e E(t.) + 
(35) 
| (t, — t,')cos w(t — t)dwdt. 


Er zeigt zugleich, in welcher Richtung man die eindeutige Be- _ 
stimmung der Strahlungskraft suchen muß. Denn wenn unser An- 
satz in Gl. (10) richtig ist, dann gelten nicht nur die Gl. (19), 
sondern auch entsprechende Gleichungen fiir Drehimpuls, Virial, 
Energiemoment und höhere Momente von Impuls und Energie. 
Das bedeutet eine so weitgehende Einschränkung der Möglichkeiten, 
daß kaum noch mit mehr als einer Lösung zu rechnen ist. Z. B. 
widerspricht die in Gl. (35) gegebene Abwandlung des Ansatzes für 
die Strahlungskraft bereits der den Gl. (19) entsprechenden Dreh- 


impulsgleichungen 
(36) > ft. RO S dt. 


Die Durchführung des angedeuteten Eindeutigkeitsbeweises 
setzt allerdings die Kenntnis sämtlicher Momentengleichungen 
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voraus oder mindestens eine noch nicht gekennzeichnete Mannig- 
faltigkeit derselben. Solange man keine Gesichtspunkte angebe 
kann, die sämtliche Gleichungen mit einem Schlage zu erfasse 
gestatten, dürfte dieser Beweis kaum durchführbar sein. Wir be- 
schränken uns darum einstweilen auf die in sich begründete Angabe 
der Gesamtkraft in Gl. (11), die aus der einleuchtenden Forderun: 
folgt, daß der FeldfluB durch die infinitesimale Umgebung de 
Punktsingularitäten verschwinden soll. Die Abspaltung des Kraft- 
anteils in Gl. (10) als Strahlungskraft wird durch das Variations- 
prinzip in Gl.(2) nahegelegt und steht mit ihrer bisherigen Definition, 
die allerdings nicht vollständig ist, gemäß den Gl. (19) im Einklang. 

Damit sind wir am Ende unserer kritischen Diskussion der 
Feld- und Bewegungsgleichungen angelangt. Die Ableitung der 
letzten aus dem Bornschen Variationsprinzip hat sich als weniger 
vollständig und anschaulich erwiesen als deren spätere Definitior 
die unseren gewohnten Vorstellungen sehr entgegenkommt. Went 
wir dennoch zunächst von dem Bornschen Prinzip ausgegange 
sind, so ist dasgnicht nur durch die Möglichkeit des Anschlusses 
an die sachlich vorangegangenen Arbeiten, sondern vor allem durch 
folgende Gründe bestimmt: Erstens ermöglicht die vorliegend: 
lineare Theorie, wie dem Verf. scheint, ein tieferes Verständnis für 
das Verhältnis zwischen den Feld- und Bewegungsgleichungen, das 
nicht ohne Rückwirkung auf den Bornschen Ansatz bleibt. Zweitens 
läßt das Variationsprinzip die Analogie zwischen den Trägheits- 
kräften und der Selbstinduktion besonders deutlich hervortreten 
Drittens ist es vorläufig wenigstens zur eindeutigen Abspaltung de 
Strahlungskraft unentbehrlich. Zum Schluß wollen wir jedoch di 
anschaulichen Grundlagen der vorliegenden Theorie unter Ver- 
meidung des Umwegs zusammenfassen. Die Feld- und Bewegungs- 
gleichungen sind durch folgende Forderungen bestimmt: 

1. Es gelten die Maxwellschen Gleichungen in der für pola- 
risierbare Medien gegebenen Form. 

2. Die Polarisierbarkeit des Vakuums rührt von der Méglichkei 
der Paarerzeugung her. Sie ist grundsätzlich durch die Gesetz 
dieses Vorgangs bestimmt. Mangels näherer Kenntnis machen wi 
folgende vorläufige durch die Yukawasche Theorie nahegelegte An- 
nahme über Polarisation und Verschiebung: 


om 1 2 


3. Die Ladungen sind reine Punktsingularitäten und stelle: 
Unstetigkeiten des Feldes dar. Der Energie-Impuls-Tensor führt 
dennoch zu endlichen Werten von Feldenergie, Feldimpuls usw.” 
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4. Die Bewegungsgleichungen sind durch die Forderung be- 
stimmt, daß nur das Feld und nicht die Singularität Träger von 
Energie und Impuls und ihren Momenten sein soll. Der Strahlungs- 
fluB durch infinitesimale Hüllen um die Singularitäten muß also 
verschwinden. Das stimmt mit der Forderung überein, daß sich 
die Lorentzkräfte des inneren und äußeren Feldes das Gleichgewicht 
halten, ergibt also zugleich eine energetische Begründung des An- 
satzes für die Lorentzkraft. 

5. Der strahlungsfreie Anteil der Lorentzkraft und die Strah- 
lungskraft sind als symmetrische und schiefsymmetrische Kombination 
der aus den retardierten und avancierten Feldern berechneten Kraft 
gegeben. Der erste Anteil läßt sich aus einem Variationsprinzip 
ableiten, der zweite nicht. Jener liefert nur zeitweise Änderungen 
von Energie, Impuls und Drehimpuls der Partikel infolge gegen- 
seitiger Zustreuung. Dieser führt zu einer mittleren Abnahme von 
Energie und Impuls, die mit der mittleren Ausstrahlung überein- 
stimmt. Ähnliche Sätze gelten vermutlich für die höheren Momente, 
sind aber nicht bewiesen worden. 


§ 4. Entwicklung der Hamiltonfunktion 


Die in den vorigen Paragraphen angegebene klassische Theorie 
des Elektrons ist in grundsätzlicher Hinsicht im wesentlichen ab- 
geschlossen. Später sollen systematische Untersuchungen von Folge- 
rungen durchgeführt werden, die die Tauglichkeit unseres speziellen 
Ansatzes für die Abweichungen von der Maxwellschen Theorie 
beurteilen lassen. Fragen nach Elementarladung und Stabilität 
gehören nach heutiger Auffassung zur Quantendynamik und stehen 
damit außerhalb der eigentlichen Zielsetzung dieser Arbeit. Die 
Durchführung der Quantelung hat jedoch die Kenntnis der kanoni- 
schen Form der Feldgleichungen und der unserer Lagrangefunktion 
in Gl. (1,12) zugeordneten Hamiltonfunktion zur Voraussetzung. 
Diese sollen im folgenden entwickelt werden. Sie lassen sich aber 
nicht ohne weiteres angeben, weil die Lagrangedichte zweite zeit- 
liche Ableitungen der Potentiale enthält. Wir wollen darum zunächst 
die Theorie der den höheren Lagrangefunktionen zugeordneten 
kanonischen Differentialgleichungen aufbauen. 


Diesem Zwecke diene die Untersuchung des verallgemeinerten Hamilton 
schen Prinzips 


(das da, dt = 0, 

dessen Lagrangefunktion Z, von den Lagekoordinaten Ya, den Geschwindig- 
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keiten und den Beschleunigungen g, abhängen möge. Die daraus folgende: 
Bewegungsgleichungen lauten , “~w 

dt: dy dt 04, u 

Um den Übergang zu einem kanonischen Gleichungssystem zu ermögliche: 
führen wir neben ¢, neue unabhängige Variabeln ein, die mit den Geschwindig 
keiten durch die Gleichungen ui 


da = da 
verbunden sein mögen. Die spezielle Wahl dieser Beziehungen bedeut 
keine Beschränkung der Allgemeinheit, weil man allgemeinere Ansätze nac 
träglich sehr einfach durch kanonische Transformation erhält. Nach der 
Elimination von ¢, und 4, ist das Hamiltonsche Prinzip mit der Forderung 
identisch, daB das Integral 


(4) fu (Yar Gas Qu) dt = extremal 


sei unter der Nebenbedingung (3). Behandeln wir diese nach der Lagrangeschen 
Parametermethode und bezeichnen wir die Parameter mit p,, so folgt daraus, dab 


5) ö of + at =0 


(2) 


J 


sein muß bei unabhängiger Variation von p,, 49. und Q,. Nunmehr kann man 
die Hamiltonsche Funktion leicht angeben. Die zu q, und Q, kanonisch 


konjugierten Größen sind die Lagrangeschen Parameter p, und die Ausdrücke 
a 


(6) 
Die Hamiltonfunktion lautet also 


~ > (P. Va Pu Ga) L (Pa Qa + Wa) I, (4a; Qa, Q.)- 
a a 

Darin sind die (, nach GI. (6) eliminiert und als Funktion von q,, Q, und P 
eingesetzt zu denken. Die kanonischen Gleichungen nehmen danach folgende 
Form an: 

aL, 
(8) Qa) Pa™ Oda 


; OL, 

’ Pa=-Pat a0. 

und fiihren, wie es sein mub, zu den Bewegungsgleichungen (2). Denn es ist 


dt? 04, dt 00, dt 0M, Oda 


# 

Nunmehr können wir uns dem durch Gl. (1,12) bestimmten 

Variationsproblem zuwenden. Die Lagrangefunktion lautet nach 
raum-zeitlicher Aufspaltung 


1 {rez 1 ‘ 1 


(9) | 
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_ = (div — (rot + Sa(og sa))ar, 
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und die Feldgleichungen ergeben sich durch Variation der zu- 
gehörigen Wirkungsfunktion nach den unabhängigen Variabeln Y 
a a. Dabei hängen die Feldstärken in bekannter W eise von 
den Potentialen ab. Zur Vermeidung zweiter Zeitableitungen des 
Vektorpotentials eliminieren wir neben ® statt € den Vektor a. 
Die Lagrangedichte nimmt danach folgende Form an 


9 


(rot &)* — — (rot a)? 


| (E+ + 
S2 x x 
(10) 

| (rot rot — [og — 3a), 
und die Variation der Wirkungsfunktion erstreckt sich über ©, ¢ 
und a unter Einhaltung der TEUER 


(11) grad + — 


Bezeichnen wir den Parameter zur Befreiung der Variation von 
obiger Einschränkung mit c®, so lautet die erweiterte Lagrange- 
dichte 

1 


= {e+ ++ (div ©)? + + (rot 6)? — — (rot a)? 
(12) 


| = (rotrota)*| — (og ~8a)-+¢(B, E+gradg a 


und die unabhängigen Variabeln der Variation sind: , ©, y und a. 

Damit sind die Nebenbedingungen, die wir im folgenden be- 
rücksichtigen wollen, noch nicht erschöpft. Die vorliegende Theorie 
ist voraussetzungsgemäß genau wie die Maxwellsche invariant 
gegen Normieruugsänderungen der Potentiale. Bei der Aufstellung 
der kanonischen Form der Feldgleichungen ergeben sich darum die- 
selben bekannten®®) und bereits häufiger diskutierten Schwierig- 


keiten, die von der Unbestimmtheit des Ausdrucks diva + ¢ 


herrühren. Den gebräuchlichsten Ausweg hat Fermi?’) angegeben, 
der unter Verzicht auf die Normierungsinvarianz die Neben- 


bedingung 


ansetzt, die zu der geläufigen Nullnormierung der Potentiale führt. 
Ohne die Normierungsunabhängigkeit preiszugeben, setzen wir statt 
dessen folgende Bedingungsgleichung an: 


(13) divat+ 
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in der w eine willkürliche Funktion bedeuten soll, die sich bei 
Umnormierungen gemäß den Gleichungen 


transformieren möge, also so daß Gl. (13) invariant bleibt. Beriick. 
sichtigen wir auch diese Nebenbedingung nach der Parameter. 
methode und bezeichnen wir den Parameter mit cp, so nimmt die 
endgültige Form an: 


+- !_(div ©)? + (rot ©)? — 


aa — (rota)? 
1 
- (rot rot a)* 
x J 


E+ grad + a) +ep(diva+ 


1 
— (eg - r sa]. 


Die daraus fließende Wirkungsfunktion soll extremal sein bei un- 


abhängiger Variation nach $, p; €, p und a. 
Daraus ergeben sich, wenn wir zur Abkürzung die früheren 
Bezeichnungen 


(16) B=rota, 
übernehmen, folgende Feldgleichungen: 


way 


ec? 


+23 — p. 


Die Elimination von ® liefert statt der drei letzten Gleichungeı 
die Beziehungen 


18) divD=4a(e +p), rot = ** — grad p). 


Aus ihnen folgt, wenn für die Strom- und ee aus- 
drücklich die Kontinuitätsgleichung 


(19) div +6=0 


angenommen wird**), für den Parameter p die ann 
(20) Ap——,p=0. 
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Die in Gl. (15) angegebene Lagrangefunktion führt danach zu einem 
etwas allgemeineren Gleichungssystem als die ursprüngliche Formu- 
lierung. Zu den Strom- und Ladungsverteilungen der Singularitäten 
tritt noch eine kontinuierliche Verteilung, die sich aus einem = 
Strömungspotential ableiten läßt. Die spezielle Lösung p=0, die 
mit unserem Gleichungssystem verträglich ist, und die wir im 
folgenden allein betrachten wollen, führt zu den geläufigen Aus- 
drücken zurück. 

Die Dichte der Hamiltonfunktion läßt sich nun in üblicher 
Weise ableiten. Aus Gl. (15) fließen folgende Paare kanonisch 
konjugierter Größen 


(&- €), (a, B), (y, p). 


4nx*c? 


Danach berechnet sich die Hamiltondichte aus dem Ansatz 


H =— G4 


Anke 
und lautet 


le: + div = 


1 
1 


(rot rot 


— + grad gy) — cp (diva —w) + 
p 


Die kanonischen Gleichungen 
o€ 4a c? o€ 
1 


' rot rot + 4acP— _ 


— c(E+ grad g), 


1 
8) + —c grad p, 

p= = —e (diva — vw), =— cdiv$—o 
stimmen mit den Gl. (17) überein. Der Zusammenhang zwischen 
der Energiedichte W aus Gl. (1,31) mit der Hamiltonschen Dichte 


ergibt sich aus folgender Identität: 


(W+L+ Sa+ 4a(py — pp) 
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Danach ist Die 

ineir 

relat 
i 

| div {ey BP — Pote 


(24) 
6, + 3). Vert 


Die Glieder mit dem Faktor p oder 5 verschwinden in dem dı aus 
Berechnung von W zugrunde liegenden Fall. Sie müssen also unt nicht 
den etwas allgemeineren Voraussetzungen dieses Paragraphen be- 

sonders in Erscheinung treten. Das Auftauchen der Divergenzglieder dyna 
ist unwesentlich. Es handelt sich um Beiträge des Energiesatzes: Gl. (: 


W + div S + div 8 =0, 


die wie das dritte Glied in obiger Gleichung mit demselben Recht Nehı 
zur Energie und zur Ausstrahlung geschlagen werden können. In integ 
W und H ist diese Zuordnung verschieden getroffen worden. Das die | 
erste Glied in Gl. (24) enthält einen wesentlichen Unterschied mult 
zwischen den Dichten der Energie und der Hamiltonfunktion, der 
davon herrührt, daß der von der Variation nicht betroffene Vierer- 
strom eine explizite Abhängigkeit der Lagrangefunktion von der 
Zeit mit sich bringt. Energie und Hamiltonfunktion sind also nicht 
völlig identisch. Die negative Zählung des Yukawaschen Energie- 
anteils wird hier jedoch formal bestätigt. 

Zum Schluß wollen wir einige einfache quantendynamische 
Folgerungen betrachten, um die Bedeutung der zuletzt entwickelte 
Formeln deutlicher hervortreten zu lassen. Die Quantelung der Fel 
gleichungen vollzieht sich in üblicher Weise. Die Feldgrößen i 
den kanonischen Gleichungen werden durch entsprechende nicht- 
kommutative Größen ersetzt, die bestimmten Vertauschungsrelationen 
genügen. Verwenden wir zur Abkürzung die Bezeichnung 


ins 


(25) + (A(t,t) — Br,t) = (4, BY, 


so lauten diese bekanntlich für die nichtkommutativen Größenpaare Ses 
aus der Reihe ©, ©, a, und p°"): 
(P,, a/] = 0,,00—v’), [B,, B/] = 42x? c?d,,d(t —1), Zweit 
[p, — r). gleicl 
Unser 

Die übrigen Größenpaare aus der Reihe der kanonischen Variabeln erfiih 
sind vertauschbar. Eine einfache Umformung führt zu den ge- div 
läufigeren Formeln gleich 
| [D,, a] [E,, 
[P, | 


(26) 
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Die beiden ersten Beziehungen gehen im Maxwellschen Grenzfall 
ineinander über und stimmen dann mit den bekannten Vertauschungs- 
relationen der Maxwellschen Theorie überein®). Das skalare 
Potential ist mit allen eigentlichen Feldgrößen vertauschbar. Die 
Vertauschungsrelationen für w, o und 3 folgen nicht ohne weiteres 
aus den bisherigen Gleichungen und sollen darum an dieser Stelle 
nicht näher untersucht werden. 

Dagegen lassen sich die Vertauschungsrelationen für die Partikel- 
dynamik in einfacher Weise ableiten. Aus der ersten Relation in 
gl. (27) folgt durch Divergenzbildung 


dvd,a]=— grad —r). 


Nehmen wir den zweiten Faktor am Ort der ». Singularität und 
integrieren wir den ersten iiber ein infinitesimales Volumen um 
die u., so ergeben sich je nachdem ob wir erst mit dem Ortsvektor 
multiplizieren oder nicht, die beiden folgenden Beziehungen: 


(fa div Ddr, a,(t,) = 4100,,0,,, dr, a, = 0. 


Die in dem Volumen eingeschlossene Ladung e, = fir Ddr ist 
mit a,(t,) und f x, div Ddr vertauschbar. Definieren wir den 


Ortsoperator als Ladungsmittelpunkt durch die Gleichung 


(28) q, = = divDdr 

und den Impulsoperator gemäß Gl. (3,13) durch den Ausdruck 
(29) = a, (t,), 

so ergeben sich die bekannten Relationen 

(30) [4; (u), pe) = 0 


Sie sind aus zwei Griinden hein Erstens folgen die Ver- 
tauschungsrelationen fiir die Partikeldaten aus denen fiir das Feld. 
Zweitens ergeben sich diese Gleichungen, obwohl die Bewegungs- 
gleichungen nicht in kanonischer Form dargestellt werden konnten. 
Unsere frühere rein formale Einführung des Partikelimpulses in § 3 
erfährt hierdurch eine sachliche Begründung. Da die Gleichung 
divD = 420 (im Gegensatz zu divD = 4a(9 + p)) keine Operator- 
gleichung darstellt sondern nur eine Eigenwertgleichung, gelten die 
Vertauschungsrelationen nicht für den aus der ENG 0 
zu definierenden Operator des Ladungsmittelpunktes. La 
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Mit diesem einfachen und wichtigen Beispiel aus der (Juanten 
dynamik wollen wir unsere Betrachtung abschließen. Es ist an- 
zunehmen, daß bei der weiteren Durchführung der Quantelung die 
bekannten Divergenzschwierigkeiten der Strahlungstheorie nicht mehr 
auftreten. Die Durchführung der Partikeldynamik läßt aber noch 
grundsätzlich wichtige Probleme erwarten. Vor allem reichen die 
bisherigen Annahmen kaum zur Bestimmung der Elementarladung 
aus. Denn das aus den hier vorkommenden Dimensionskonstanten ¢, z 
und h zu bildende Quadrat des Ladungsquantums liefert einen um 
die Feinstrukturkonstante falschen Wert. Wahrscheinlich spielen bei 
dieser Frage die noch nicht diskutierten Vertauschungsrelationen 
für o, $ und vielleicht auch für yw eine Rolle. Die Stellung des 
Spins in unserer Theorie läßt sich ebenfalls vorläufig nur sch 
ermessen. 

Zusammenfassung 

Im Rahmen der allgemeinen Mieschen Feldgleichungen w 
unter Annahme der Bornschen Singularitäten ist in $ 1 eine 
Lorentzinvariante, lineare Theorie für Punktladungen mit überall 
endlichem Feld und mit endlicher Ruhenergie entwickelt worden. 
Die Linearität der Feldgleichungen wird durch die Einbeziehung von 
Differentialinvarianten in die ihnen zugrunde liegende Lagrangefunktion 
ermöglicht. In den ladungsfreien Gebieten, d.h. im ganzen Rauı 
außerhalb der Singularitäten spaltet das Miesche Feld in zw 
völlig unabhängige Teile auf, in ein reines Maxwellsches Feld ı 
in ein reelles Proca-Yukawasches Feld. Beide Komponenten v 
einigen sich subtraktiv zum Gesamtfeld. Die Verknüpfung zwisch 
beiden Feldern erfolgt allein durch die Ladungs- und Stromverteilung 
die zugleich als Quellen bzw. Wirbel beider Felder erscheinen. 

Der Übergang von den Feldgleichungen zum Energie-Impuls- 
Tensor, der am Ende des ersten Paragraphen durchgeführt wird 
ist zunächst nicht ganz eindeutig. Außerhalb der Singularitäten 
gelten unabhängige Erhaltungssätze für die Energie-Impuls-Tensoren 
beider Teilfelder, also auch für beliebige Linearkombinationen dieseı 
Tensoren. Bei Einschluß der Singularitäten gelten für die Feld- 
energie allein im allgemeinen überhaupt keine Erhaltungssätze, weil 
die Singularitäten selbst Energie und Impuls aufnehmen können. 
Da unter allen Feldern nur das Miesche am Ort der Singularitäten 
stetig ist, gibt es allerdings nur eine Kombination der Energie-Im- 
puls-Tensoren, nämlich ihre Subtraktion mit gleichem Gewicht, bei 
der die auf die Singularitäten wirkende Kraft und die an ihnen 
geleistete Arbeit endlich ist. Nur diese ist im folgenden brauchbar. 
Wenn man den Maxwellschen Beitrag zum Energie-Impuls-Tensor 
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F. Bopp. Eine lineare Theorie des Elektrons 


in üblicher Weise positiv zählt, ist also der Yukawasche negativ 
zu nehmen. Die überraschende Vorzeichenwahl bestätigt sich später 
beim Übergang zur Hamiltonfunktion. Sie stimmt auch mit allge- 
meinen Überlegungen von Pryce überein. 

Während die Bewegungsgleichungen für die Mieschen Ladungs- 
ballen ein Teilsystem der Feldgleichungen darstellen, ergeben sie — 
sich hier am Ende von $ 3 aus der logisch völlig unabhängigen 


Danach sollen Energie und Impuls nur im Felde und nicht in den 
Singularitäten lokalisiert sein. Der Energie- und Impulsfluß von 
und nach den verschwinden. Das ist 


halten. Die inneren Kräfte Trägheits- und 
Die Lorentzkraft erscheint hier als Folge eines allgemeinen, sehr 
einleuchtenden Prinzips, welches ihr eine grundsätzliche Bedeutung 
verleiht, die über die ursprünglichen, rein experimentellen Fest- 

stellungen hinausgeht. 

Unabhängig von den erst nachträglich entwickelten Bewegungs- 
gleichungen kann man aus den Feldgleichungen in § 1 das zu be- 
liebig bewegten Singularitäten gehörige Feld berechnen. In § 2 ist 
das zunächst für die ruhende Punktladung geschehen. Die Ruh- 
energie ist endlich und entspricht der Elektronenmasse, wenn die 
Reichweite der Yukawakräfte einen halben klassischen Elektronen- 
radius beträgt. Wenn wir die Quellstärke der Singularitäten mit 
der Elementarladung identifizieren, ergibt sich — übrigens unab- 
hängig von der Reichweite der .Yuwakakräfte — die halbe Fein- 
strukturkonstante als Verhältnis der Elektronenmasse zur Masse der 
Yukawaquanten. Bei der Verschmelzung eines positiven und nega- 
tiven Elektrons tritt wegen der Superponierbarkeit in Übereinstimmung 
mit der Erfahrung vollständige Zerstrahlung ein. 

Potentiale und Feldstärken einer gleichförmig bewegten Punkt- 
ladung ergeben sich in einfacher Weise durch Lorentztransformation. 
Energie und Impuls des Gesamtfelds transformieren sich als Vierer- 
vektor. Die Zerlegung in einem Maxwellschen und Yukawaschen 
Energie- und Impulsanteil ist aber nicht Lorentz-invariant. Denn 
Feldenergie und Feldimpuls bilden nur unter der Voraussetzung 
eines homogenen Gleichungssystems für den Energie-Impuls-Tensor 
des Feldes einen Vierervektor. Diese Voraussetzung ist zwar in- 
folge der Bewegungsgleichungen für den Tensor des gesamten Feldes 
erfüllt. Sie trifft aber nicht für die Tensoren der Teilfelder zu. 
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Das Feld eines Systems beliebig bewegter Singularititen erg 
sich durch Überlagerung der zu den einzelnen Singularitäten f 
hörigen Teilfelder. Bei kleiner Beschleunigung kann man dies 
Felder durch Entwicklung nach Potenzen der Retardierung darstell 
Dies ist am Ende von $ 2 zunächst in nullter und später in höhe 
Näherung durchgeführt worden und liefert ein bemerkenswertes Er- 
gebnis, auf das bereits Born hingewiesen hat. Wenn man nämlich 
in die den Feldgleichungen zugrunde liegende Lagrangefunktion di 
oben genannten Ausdrücke für die Feldgrößen einsetzt, erhält m 
eine Funktion der Bewegungsdaten der Singularitäten, die mit ¢ 
Darwinschen Lagrangefunktion für die Dynamik elektrischer Par- 
tikel im Rahmen seiner Näherung, d.h. bis zu Gliedern viert 
Ordnung in der Geschwindigkeit, übereinstimmt. Es liegt dan 
der Gedanke nahe, die Bewegungsgleichungen aus der Forderu 
abzuleiten, daß die Lagrangefunktion für die Feldgleichungen nicht 
nur bezüglich der Variation der Potentiale sondern auch bezügliel 
der Variation der Bahnkurven der Singularitäten extremal sein so 


Um die in § 3 angegebenen Bewegungsgleichungen, nach dener 
die Lorentzkraft 8 an den Orten der Singularitäten verschwinden 
soll, mit den aus obiger Extremalforderung folgenden Bornschen 
Gleichungen zu vergleichen, ist es zweckmäßig, die Entwicklung nach 
Potenzen der Retardierung durch eine zeitliche Fourierzerlegung zu 
ersetzen. Führt man neben der retardiert zu verstehenden Lorentz- 
kraft 8 die avancierte Lorentzkraft * ein, so ergibt sich aus der 
Extremalforderung, wie am Anfang von § 3 gezeigt wird, an Stelle 
der verschwindenden (retardierten) Lorentzkraft ®, daß der Ausdruck 


a: + ®*) in den Singularitäten null sein muß. Die Born- 


schen Gleichungen stimmen also nur dann streng oder näherungs- 


weise mit unseren überein, wenn der Ausdruck &, = z(8 — S*) ver- 


nachlässigbar ist. Da die Extremalforderung im Mittel keine Ande- 
rung von Energie und Impuls ergibt, kann der Ausdruck St, neben 
der Trägheitskraft und den statischen Wechselwirkungskräften nur 
solche Strahlungsrückwirkungen enthalten, die von der gegenseitigen 
Zustreuung herrühren. Dagegen ist die Rückwirkung der Ausstrahlung, 
die eigentliche Strahlungskraft, nicht mehr darin enthalten. 


Nach unseren Bewegungsgleichungen müßte also die Strahlungs- 
kraft in dem Ausdruck §, stecken. Es müßte darum die im Mittel 
ausgestrahlte Energie gleich der mittleren von $, geleisteten Arbeit 
sein, und es müßten entsprechende Beziehungen für Impuls, Dreh- 
impuls, Virial und für höhere Energie- und Impulsmomente gelten. 
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Für Energie und Impuls ist das am Ende von § 3 gezeigt worden. 


Durch sie allein ist aber der Ausdruck für die Strahlungskraft noch 
nieht eindeutig bestimmt. Der vollständige Beweis dafür, daß unsere 
Bewegungsgleichungen die gesamte Strahlungskraft enthalten und 
daß diese gerade mit dem Ausdruck $t, übereinstimmt, steht danach 
noch aus. Es ist gezeigt worden, daß die Strahlungsrückwirkung 
wenn überhaupt nur in St, enthalten sein kann und daß die Energie- 
und Impulsbilanz mit dem Ansatz von St, als Strahlungskraft aus- 
geglichen ist. 

Unter Benutzung der Fourierzerlegung des Feldes lassen sich 
die Bewegungsgleichungen des Mehrkörperproblems vollständig an- 
geben. Obwohl diese Gleichungen nicht mehr aus einer Lagrange- 
funktion ableitbar sind, geben sie in naheliegender Weise Ausdrücke 
für die Partikelenergie und den Partikelimpuls, die nachher bei der 
Quantelung die Rolle der kanonisch konjugierten Partikelkoordinaten 
übernehmen. Für die Gesamtenergie und den gesamten Impuls und 
Drehimpuls der Partikel gelten keine Erhaltungssätze. Die zeitlichen 
Änderungen dieser Größen rühren von dem Aufbau des Strahlungs- 
felds durch Zustreuung und Ausstrahlung her. 

Der Übergang zur Quantendynamik setzt die Kenntnis der 


kanonischen Form der Feldgleichungen voraus. Diese ist in$4 
abgeleitet worden. Sie ergibt sich nicht unmittelbar aus dem üblichen 


Formalismus. Erstens,enthält unsere Lagrangefunktion für die Feld- 
gleichungen wesentliche zweite Zeitableitungen, die sich nicht durch 
partielle Integration beseitigen lassen. Zweitens ergeben sich wegen 
der Normierungsinvarianz die von der Quantelung des Maxwell- 
schen ‘Feldes her bekannten Schwierigkeiten. Die zweiten Zeitab- 
leitungen lassen sich durch Einführung von überzähligen Variabeln 
und geeigneten Nebenbedingungen zu ihrer Definition wegschaffen. 

Die zweite Schwierigkeit rührt daher, daß die Potentiale infolge 
der Normierungsinvarianz nicht vollständig bestimmt sind. Diese 
wesentliche Unbestimmtheit überträgt sich auch auf die kanonischen 
Gleichungen und bewirkt, daß diese je nach der speziellen Dar- 
stellung die eine oder andere Grundgleichung nicht ohne zusätzliche 


Voraussetzungen liefern. In unserem Fall besteht diese Voraus- — 


setzung in der ausdrücklichen Annahme der Kontinuitätsgleichung 
für die Singularitäten, die sich sonst unmittelbar aus den Feld- 
gleichungen ableiten läßt. 

Damit sind die wesentlichen Grundlagen der klassischen Theorie 
des Elektrons gegeben. Ihre Bewährung wird wesentlich von dem 
Ergebnis der hier nicht durchgeführten Untersuchung Effekte hoher 
Energie abhängen. Nur bei diesen wird die spezielle Form der 
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Abweichung von der Maxwellschen Theorie wichtig sein. Am 
Ende von $4 sind noch die beim Übergang zur Quantendynamik 
auftretenden Vertauschungsrelationen angegeben worden. Sie lassen 
sich leicht auf eine Form bringen, die mit den Ergebnissen d 
Quantelung des Maxwellschen Feldes vergleichbar sind. Ks is 
besonders bemerkenswert, daß sich daraus die Vertauschungsrelation 
für die Bewegungsdaten der Partikel ergeben, ohne daß eine kano- 
nische Form der Bewegungsgleichungen bekannt ist. Eine u 
fassende Durchführung der Quantendynamik bleibt weiteren Unte 
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Metallelektronen im Schwerefeld der Erde u 


a Von Franz Wolf 


Übersicht: Einleitung. — I. Ansatz des eindimensionalen Problems. 
II. Integration der Differentialgleichung. — III. Die Potentialverteilung. — — 
IV. Die Elektronenverteilung. — V. Zum dreidimensionalen Problem. —- Zu- 
sammenfassung. 


Ähnlich wie in der Erdatmosphäre die Gravitation eine ver- 
änderliche Dichteverteilung nach der Barometerformel bewirkt, muB _ 
man — ein starres Gitter der Atomrümpfe vorausgesetzt — auch 
bei dem Gas der Leitungselektronen eines Metalls infolge der weit- 
gehenden Beweglichkeit erwarten, daß sich im Feld der Erdschwere 
eine nach unten zunehmende Teilchendichte einstellt. Mangel an 
Elektronen in den oberen Bezirken, wachsender Überschuß nach 
unten hin müssen — ganz im Gegensatz zu den Vorstellungen der 
elementaren Elektrostatik — zur Ausbildung eines Potentialgradienten 
innerhalb des Metalls in vertikaler Richtung führen. Es fragt sich, 
welche Größe derartige Potentialdifferenzen annehmen, und darüber 
hinaus, wie die vertikale Schichtung der Elektronen selbst innerhalb 
eines Metalls im einzelnen aussieht!). 

Einen einfachen Ansatz zur Ermittlung der Potentialverteilung erhält 
man nach dem Muster des bekannten Versuchs mit der „Elektronen- 
zentrifuge* von Nichols?) *). Man braucht nur die bei der Zentrifuge 
auftretende Fliehkraft hier durch die Schwerkraft zu ersetzen: Die im 
Metall durch die Schwerkraft nach unten rieselnden Elektronen be- 
wirken oben eine positive, unten eine negative Aufladung. Es bildet 
sich ein elektrisches Feld E aus, das die Elektronen am völligen 
Zubodensinken verhindert. Gleichgewicht tritt ein, wenn an jedem 
Elektron das abwärts ziehende Gewicht wg durch die nach oben 
gerichtete elektrische Kraft — eE gerade kompensiert wird, wenn also 


E= -— = — 1,86-10—}5 elst. E. 


1) Herrn Kollegen W. Haack danke ich fiir das freundliche Interesse, 
das er der Arbeit entgegen gebracht hat. 

2) E. F. Nichols, Phys. Ztschr. 7. S. 640. 1906. 

3) H. A. Lorentz, Vorlesungen, Bd. II. § 38. 
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Die Potentialverteilung über wachsende Höhen z ergibt sich durch 
Integration: 


(1) (2) — = — [Edz = 


Auf einen Höhenunterschied von beispielsweise 10 m entfällt hier. 
nach die Potentialdifferenz 1,86 - 107"? elst. E. = 5,58 - 107° Volt, 

Dieses Ergebnis ist aber durchaus unsicher. Man kann von 
vornherein nicht übersehen, wie weit die Folgerungen aus einem go 
einfachen nur für ein einzelnes Elektron angesetzten statischen 
Gleichgewicht mit der Wirklichkeit übereinstimmen, die ja in der 
Kinetik eines Gases von sehr vielen Partikeln besteht und daher 
zuverlässig nur durch Heranziehung statistischer Betrachtungen an- 
gefaßt werden kann. Dabei ist zu beachten, daß Metallelektronen 
wegen ihrer großen Dichte als entartetes Gas nach der Fermistatistik 
zu behandeln sind. Daß die obige Potentialverteilung sicher nicht 
genau richtig sein kann, merkt man sofort, wenn man mittels der 
Poissonschen Gleichung durch Differentiation von ihr auf die un- 
gleichmäßige Verteilung der Elektronen zu schließen versucht. Da ® 
nur von der z-Koordinate abhängt, wird hier der Laplacesche 
Operator einfach A®= ®’(2)=0. Hieraus kann man aber nur 
folgern, daß die Ladung im ganzen betrachteten Raum gleichmäßig 
verteilt sein soll, in sinnlosem Widerspruch zu den Voraussetzungen, 
von denen der obige Ansatz für ® ausging. 


I. Ansatz des eindimensionalen Problems 


Um also zu einer einwandfreien Behandlung der Aufgabe zu 
gelangen, muß man die Statistik des Elektronengases mit hinzuzu- 
ziehen. Fermi!) hat den Weg zur Lösung derartiger Aufgaben 
gezeigt, als er die Elektronen schwerer Atome als entartetes Gas 
betrachtete, das durch die Anziehung des Kerns und die gegenseitige 
AbstoBung der Elektronen in einem dynamischen Gleichgewicht gehalten 
wird): Die beiden gesuchten Funktionen, die Potentialverteilung sowie 
die Elektronendichte, deren örtliche Veränderlichkeit die Potential- 
schwankungen hervorruft, sind durch zwei Beziehungen miteinander 


1) E. Fermi, Lincei Rend. 6. S. 602. 1927; Ztschr. f. Phys. 48. 8. 73. 1928 
Leipziger Vortriige 1928. S. 95. 

2) Denselben Ausgang nimmt auch die strenge Untersuchung der ,,Elek- 
tronenzentrifuge“ von G. Bonetto, Rend. Lomb. 70. S. 444. 1937; 71. S. 252. 
1938. Es besteht vielfach eine prinzipielle Ahnlichkeit zwischen den vor- 
liegenden und seinen Uberlegungen. 
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verknüpft. Die eine liefert das Poissonsche Gesetz, in dem die 
Ladungsdichte durch die Anzahl der wirksamen Elektronen pro 
Raumeinheit ausgedrückt wird. Die andere ergibt sich aus der 
Fermistatistik. Sie sei zuerst entwickelt. 

Das Energieverteilungsgesetz der Fermistatistik liefert für die Anzahl 


der Leitungselektronen pro Volumeinheit mit Geschwindigkeiten zwischen c 
und c + de und der potentiellen Energie U den Wert 


§ u® 2 

> h? Me 

e2kT kT +1 


Neben den Größen von selbstverständlicher Bedeutung ist 


3n,_\"/s A = 275 

(52) 
Der Zahlwert 275 folgt als Beispiel, wenn man für n, die Zahl der Leitungs- 
elektronen pro em? bei Kupfer (1 Elektron pro Atom) zugrunde legt und 
Zimmertemperatur (293° abs.) annimmt. Die potentielle Energie U setzt sich 
hier aus elektrischer und mechanischer zusammen. 


Zur Vereinfachung der Rechnung sei vorläufig ein Metallkörper 
gewählt, der in der z- und y-Richtung unbegrenzt ausgedehnt und 
nur in der Vertikalen auf eine Schicht zwischen z = O und z=H 
beschränkt ist, so daß also ein eindimensionales Problem entsteht. 
Dann wird auch die elektrische Energie nur von der z-Koordinate 
abhängig, und man hat einfach 


U (2) = wgz—e 


Man erhält nun die Gesamtzahl der Leitungselektronen pro em? ohne 
Rücksicht auf ihre Geschwindigkeit als Funktion des Ortes, d. h. von z, 
aus (2) durch 

Dabei ist die Integration nur genähert möglich, und zwar fiir das Elektronengas 
unter der Voraussetzung, daß im Exponenten der e- Funktion gilt 

U 1 

Bei fest vorgegebenem Problem bedeutet dies eine Bedingung, der das Po- 
tential ® zu unterwerfen ist. Bleiben wir bei dem schon oben herangezogenen 
Beispiel von Cu bei 293° abs., wählen bei konstantem g = 981 cm sec* eine 
Sehichtdicke, die unter Laboratoriumsverhältnissen eben-noch realisierbar wäre, 
nämlich H = 10 m, Annahmen die ein für alle Mal für spätere Zahlenbeispiele 
festgehalten seien, und fordern, daß die linke Seite der Ungleichung etwa 100 
nicht unterschreiten soll, so bedeutet dies, daß 


+ (100 — ykT}= — 0,0147 


| 
- 
| 
| 
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F 
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q 


bleiben muß. Diese Forderung ist, wie sich gleich zeigen wird, erfüllt. Daher 
darf die Näherung für obige Integration benutzt werden, und man erhält 


raus: [ykT ug 
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3 
iz 
. 


Da der Nullpunkt der Potentialzählung bis auf die Bedingung (3) wi!!kürlie} 
ist, kann man, konstante Temperatur vorausgesetzt, noch y (z) = 12 x + Dl 
als neues Potential einführen, so daß mit den Abkürzungen 


> 
(4) K« B= ug = 1,86-10-5 


fiir die Teilchenzahldichte der Leitungselektronen einfacher folgt 


5) n— (2) = Khw(z) 


Wegen der zu @ hinzutretenden Konstanten geht die Bedingung (3) in 
neue fiir yw über, die — gleich mit fiir den Fall unseres Zahlenbeispiels 
lautet 


(6) yw (z) = Diz) + ai => + 0,0084 elst. E. 


Da die Anzahl der Leitungselektronen in jeder Volumeinheit natii 
einen ganz bestimmten Wert hat, sieht man aus (5), daB der Anfangspunkt 
der w-Zählung bereits in ganz bestimmter Weise festgelegt ist. Man kommt 
dieser Festlegung folgendermaßen bei. Für die Ausbildung einer ungleich- 
mäßigen Potentialverteilung ist noch nicht die bisher behandelte gesamte Elek- 
tronendichte n” (z) verantwortlich, sondern nur deren Abweichung von der 
überall konstanten Zahl »* positiver Atomreste pro em’, die ja im allgemeinen 
die Elektronenladungen annähernd kompensiert. Man braucht also fürs Folge 
vor allem 
(7) = Bz}: — nt. 


Lift man nun im Gedankenversuch die Erdbeschleunigung und damit 
Gl. (4), zu Null werden, so muß überall n—(z) = n+, also n(z) = 0 und 
konstant, etwa gleich y, werden, d. h. man hat . 


lim n (z) = —n*t =0. 
B>0 


So folgt als Bezugswert, von dem aus man das veränderliche Potential etwa 
rechnen kann, 


(5) Wo ve, B= 0) =( 


K ) 

Für Kupfer wird y, = 0,0234 elst. E., wobei n+ mit dem obigen n, identi- 
fiziert ist. Hiernach erfüllt jedenfalls der Spezialwert y, die in (6) für y all 
gemein aufgestellte Bedingung. Nehmen wir gleich, um die spätere Rechnung 
nicht zu stören, das Ergebnis voraus, daß w(z) von y, nur um Werte sehr 
viel kleinerer Größenordnung als der von y, schwankt, so ergibt sich, dab 
die Bedingung (6) im Fall des gewählten Beispiels immer reichlich erfüllt ist. 
Man prüft leicht, daß sie auch in anderen denkbaren Spezialfällen erfüllt 
wird, so daß also dem gewählten Beispiel übrigens auch im folgenden - 
ganz allgemeine, charakteristische Bedeutung zukommt. So findet die obige 
näherungsweise Integration ihre endgültige Berechtigung. 
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Man kann jetzt die Ausgangsgleichungen, durch die das Potential \ 
y(2) und die Teilchendichte n(z) der wirksamen Elektronen mitein- u 
ander verknüpft sind, folgendermaßen zusammenstellen: 


d. h. hier 4 ne = 
n(z) = Kjw(e) a 


Kinsetzen der zweiten in die erste liefert 3 


9) wy" = 4ne[lKjw— Bay: —n*] 


als Differentialgleichung zur Berechnung von w. Mit bekanntem w za : 
ergibt dann die zweite Ausgangsgleichung die Elektronenverteilung n (2). 
Als Randbedingungen zur Berechnung der Integrationskonstanten 
bieten sich folgende Zusammenhänge. Da der betrachtete Metall- 
körper einerseits als ganzer ungeladen, andererseits seitlich unbe- 
grenzt sein soll, so kann außerhalb keine Feldstärke bestehen. 
Daher muß das Potential im ganzen Außenraum bis heran an die 
Oberflächen einen konstanten Wert haben. Es muß aber auch 
durch die Oberflächen hindurch sich ohne Knick, d. h. mit stetiger 
Tangente, ins Metallinnere hinein fortsetzen. Ein Knick des Potentials, 
also ein Sprung der Feldstärke, wäre ja nur möglich, wenn die 
Oberflächen mit Flächenladung belegt wären, was nicht der Fall ist. 
Man erhält also für die beiden Oberflächen z = O und z=H die 
Bedingungen 
(10) w(0)=0 und (H)=0. 


II. Integration der Differentialgleichung 


Die Integration der Differentialgleichung (9) scheint in ge- 
schlossener Form nicht möglich zu sein. Auch eine graphische oder 
numerische Auswertung wäre mit großen Schwierigkeiten verbunden, 
da die zu bestimmenden Integrationskonstanten in verwickeltem Zu- 
sammenhang vorkommen. Man kann jedoch leicht die vorliegende 
Differentialgleichung selbst durch eine angenäherte ersetzen, die 
geschlossen integrierbar ist. Für diesen Übergang sei 


gesetzt, indem man zu dem konstanten Potential w,, das nach Gl. (8) 
für den Fall verschwindender Schwerkraft definiert war, mit ¢ (2) 
eine, wie sich im Ergebnis zeigen wird, stets sehr kleine Korrektur 
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addiert. Dann läßt sich die Differentialgleichung (9) durch Reihen- 
entwicklung überführen in 


3@-B:z 


+ 5 = —nt 


-Bz. 
A im Rahmen der gewählten Voraussetzungen zweifellos 


wobei 
sehr klein gegen Eins ausfillt. Bricht man mit dem linearen Glied 
ab und beachtet noch, daß sich nach (8) n* gegen K yw," hera 


hebt, so bleibt die viel einfachere, lineare eh übrig 
(11) yp’ (2) = Afg(2) — Bz}. 
Ebenso geht Gl. (7) über in 


(12) : n (2) { (2) 


Dabei ist zur Abkürzung gesetzt 
1/3 +1), 


Für das als Versuchsmetall vereinbarte baie wird zahlenmäßig 
(13) A = 3,25. 101% und für später VA = 1,80- 10°, 


Andere Metalle liefern dieselbe GréBenordnung. Auf die Frage, 
wie weit das Integral dieser angenäherten Differentialgleichung an 
Stelle desjenigen der strengen Gl. (9) unser Problem richtig löst, 
wird weiter unten zuriickzukommen sein. 

Die Integration der Näherungsgleichung liefert 


(2) = Bz + C,A-": Gin A(z — C,), 


worin C,, C, die Integrationskonstanten sind. Man bestimmt sie 
—_ der Randbedingungen (10) zu 
läßt 


C, =—- (,= 4 der s 
: die ı 
abwe 


so daß die Lösung endgültig lautet zu 
res 


(14) y@)=Bz-— B 2 auftri 
VA Gof —— quad 


III. Die Potentialverteilung Glied 


In dem gefundenen Ausdruck für p bleibt das zweite Glied gebro 
stets vernachlässigbar klein gegenüber dem ersten: Für 2=0 und 
z =H erreicht der Hyperbelsinus jeweils den innerhalb der Schicht 
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größtmöglichen Betrag, nämlich bei der mächtigen Größe von YA, 
vgl. (13), mit erdrückender Annäherung 


H 
Gin —— we ? 


Der Quotient der beiden Hyperbelfunktionen wird daher im Höchst- 
fall vom Betrag Eins, sonst kleiner. Das ganze zweite Glied kann 
also nie den Betrag B/YA, bei Kupfer vom Wert 1,03.10-%, in 
andern Fällen ähnlich, überschreiten. Dagegen enthält das erste 
Glied in (14) als Koeffizienten von z den vom Material unabhängigen 
Faktor B = 1,86.1071%. Der Verlauf des Potentials g(z) wird also 
“er nahe unabhängig von der Art des Metalls durch die Gerade 
y@)= Bz dargestellt. Das 

hinzutretende stoffabhängige 
Glied mit den Hyperbelfunk- . 
tionen hat nur die Aufgabe, zu 

Anfang und Ende des Intervalls 
2=0...H die Ecken ab- 

zurunden, wie dies in Abb. 1 

stark übertrieben dargestellt ist, Abb. 1. Potentialverlauf durch die 
um die vorgeschriebenen Rand- Metallschicht. 
bedingungen horizontaler Tan- Die z-Richtung ist horizontal gelegt 
genten zu erfüllen. Als ge- 

samte Potentialdifferenz zwischen den Grenzflächen der 10 m dick 
angenommenen Schicht erhält man unabhängig von der Metallart 


g(H) — (0) = BH = 1,86. 10? elst. E. = 5,58. Volt, 
d.h, es ergibt sich praktisch ein konstantes Gefiille von 5,58. 10”! Volt/m. 


is 


L) 


* 


Mit der Kenntnis der Lösung g (z) der angenäherten Differentialgleichung 
läßt sich nun auch ein gewisser Anhalt gewinnen, wie weit diese die Lösung 
der strengen Gl. (9) zu ersetzen vermag. Wir schätzen hierzu ab, um wieviel 
die rechte Seite der Näherungsgleichung (11) von derjenigen der strengen (9) 
abweicht. Der Übergang von (9) auf (11) erfolgte unter Vernachlässigung des 
Bestes einer rasch konvergierenden binomischen Reihe, die (nach Weghebung _ 
ihres ersten Gliedes gegen n*) als Faktor auf der rechten Gleichungsseite 
auftritt. Die Größe dieses Reihenrestes überschreitet nur wenig diejenige des 


> z\? 
an , und werde daher annähernd 


3 

; 
\2 
durch dieses repräsentiert. Da die Reihe selbst nahe den Wert ihres ersten 


Gliedes, z = ae besitzt, so ergibt sich als relativer Fehler fiir die ab- 


quadratischen Gliedes der Reihe, 


0 
gebrochene Reihe und damit auch für die rechte Gleichungsseite von (11) 


qg—Bz 
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Setzt man im Zähler m nach (14) ein, so hebt sich Bz weg und es bleibt nur 
das zweite Glied von (14) mit den Hyperbelfunktionen übrig, von dem soeben 
festgestellt war, daß sein Betrag den Wert B/VA nie überschreitet. So ergibt 
sich für den relativen Fehler in (11), gleich unter Verwendung der Zahlen des 
Beispiels, schlimmstenfalls 


4yVA 
Die Abänderung bleibt also gänzlich ohne merkliche Wirkung. — Nun änderı 
sich bei festen Randbedingungen die Lösungen einer Differentialgleichung 
stetig, wenn man die Differentialgleichung selbst stetig verändert. Man darf 
demnach annehmen, daß die ungeheuer geringe Änderung der Differential- 
gleichung (9) auch in der Lösung nur eine unmerkliche Abänderung hervor- 
ruft, daß unser Integral (14) also völlig hinreichend genau ist!)., — Eine 
miihsame Integration der strengen Gl. (9) hätte auch deshalb wenig Sinn, weil 
ja bereits sie bis zum gewissen Grad fehlerhaft ist, da sie aus dem Ver- 
teilungsgesetz der Fermistatistik durch eine angendherte Integration hervorging. 


Die gefundene Lösung für y(z) erweist sich nun auch praktisch 
als identisch mit dem zu Anfang entwickelten rohen Lösungs- 
versuch (1). Die ausführliche Theorie liefert zahlenmäßig dieselbe 
Potentialverteilung wie der dortige einfache Gleichgewichtsansatz. 
Allerdings ist die Lösung (14) der rohen (1) dadurch überlegen, daß 
sie infolge ihres zweiten Gliedes nicht wie diese versagt, wenn man 
aus ihr die ungleichmäßige Verteilung der Elektronen ableiten will. 


1) Herr Kollege Haack hat auch den Fehler des Integrals selbst von 
(11) gegenüber demjenigen von (9) streng abgeschätzt: Da die Integration 
zunächst auf die inverse Funktion z = f(g) führt, so läßt sich sagen, daß für 
festgewähltes p die Näherungslösung z, von (11) mit der genauen Lösung 
von (9) durch die Beziehung verknüpft ist 


z=Mz, 
wobei M der Beschränkung unterliegt 

1 

- 

6 wVA 

urn. wird im Fall des gewählten Beispiels Dr 9 
5 1 1 


/ B V1 + 7,34- 


—— << M<1. 


1+ — 
6 m VA 
Das Integral von (11) stimmt also tatsächlich außerordentlich genau mit dem- 
jenigen von (9) iiberein. — DaB diese Feststellung sich gerade auf die Um 
kehrfunktion z = f(g) bezieht, sichert vor allem auch das merkwürdige Ergebnis 
des nächsten Kap. IV, daß die Lösung »(z) nahe bei z = O und = = H bel 
kleinen Änderungen von z außerordentlich stark schwankt. 
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IV. Die Elektronenverteilung 


Der Überschuß an Leitungselektronen über die positiven Atom- 
reste in der Volumeinheit, also die Elektronendichte n(z) gemäß 
Gl. (7), ergibt sich, wenn man die Lösung % in die vereinfachte 
Gl. (12) einsetzt, für deren Genauigkeit wörtlich dasselbe gilt, was 
soeben für die Näherungsgleichung (11) überlegt wurde. Man sieht, 
Bz hebt sich heraus, und es bleibt einfach 


n(z)=— 


Hierin wird, wie schon bei g überlegt, der Quotient der Hyperbel- 
funktionen wegen der Größe von YA für z =H mit erdrückender 
Annäherung + 1, während für z= 0 aus 
dem gleichen Grund algebraisch — 1 resul- 
H 


tiert. Da außerdem der Gin für z 


verschwindet, so erhält n(z) den Charakter 
einer um H/2 verschobenen — Gin-Linie 
wie in Abb. 2. Der Anreicherung an Elek- 
tronen bei kleinem z steht — ganz anders 
als nach der gewöhnlichen Barometerformel 
— eine völlig symmetrische Verarmung an 
Elektronen bei großen Werten z gegenüber. an wie 

Als Dichte der überschüssigen Elektronen as Die Richtung 
am Boden der Schicht, also bei z=(, ist horizontal gelegt 
erhält man — dem Betrag nach identisch 

mit dem Mangel der Raumeinheit bei z = H — den Wert fer 


2:0 
Abb. 2. Charakter 


Der Zifiernwert entspricht wieder dem gewählten Beispiel. 

Diese Menge scheint außerordentlich groß. Man würde, wenn 
man eine größere Anzahl derartig aufgeladener Kubikzentimeter 
von der Unterfläche abnehmen könnte, leicht elektrometrisch meßbare 
Elektrizitätsmengen erhalten. In Wirklichkeit bezieht sich diese 
große Dichte aber nur unmittelbar auf die Fläche z = 0 selbst. wie 
eine Prüfung der Kurvenneigung von (15) zeigt. Es ist 


= 
_ 
15 
| 
> 
2 
H | 
= pon” 
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" Quotient der oj allein wird in der Mitte der Schicht, für 
9 
also mit erdrückender Annähe. 


4,1010 9 
ert 


rung Null. Damit wird auch n’ (+) ~0. Fir z=0 und z=H 


5) 
erhält der Coj-Quotient den Wert + 1, also ist . 
AB 


n’(0) (H) =— = 1,005.10, 


Man erkennt, daß die Abb. 2 quantitativ sehr falsch gezeichnet ist, 


Wegen des großen Koeffizienten YA im Sin YA (2 _ 3} miindet 


die Kurve n(z) in die oben berechneten Funktionswerte + 55,8 bei 
z=0 bzw. H mit ungeheuer steiler, 


fast senkrechter Tangente ein. Dagegen 


| ty läuft sie bei z= = vollkommen hori- 
zontal. Insgesamt entsteht also etwa 
ein Bild wie in Abb.3, wenn man auch 
den wahren Sachverhalt quantitativ über- 
haupt nicht zeichnen kann. 
Man erkennt jetzt, daß große Elek- 
tronendichten nur auf eine äußerst dünne 
Oberflächenschicht beschränkt sein kön- 
Sher der ithe. nen. Dadurch wird aber offenbar auch 
Die z-Richtung ist horizontal die gesamte Zahl der in den unteren 
gelegt Teilen der Metallschicht angesammelten 
überschüssigen Elektronen nur sehr 
klein. Greifen wir eine vertikale Säule von 1 cm? (Querschnitt 
heraus, so wird in ihr mit Hilfe von (15) die Gesamtzahl N der in 
der unteren Hälfte angereicherten Elektronen 
H2 


=— 
HVA 


4n 


und dies liefert mit den bekannten Zahlenwerten 


= B an | 2 
(16) N= Fag = - 10 [em?. 
Die Senkung des Elektronengases im Schwerefeld ist also derartig 
gering, daß auf 1 cm? die Anreicherung in der unteren Hälfte der 
Schicht nur diesen minimalen Bruchteil eines einzigen Elektrons 
beträgt! Im oberen Teil findet — symmetrisch — dieselbe geringe 
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Verarmung statt. Dabei treten Überschuß wie Mangel entsprechend 
der Abb. 3 jeweils nur in den äußersten Randgebieten ein, während 
im Metallinnern die Dichte der Leitungselektronen mit derjenigen 
der positiven Atomreste übereinstimmt. Man kann die ganze Er- 
scheinung am deutlichsten so beschreiben: Das Elektronengas sinkt 
infolge seines Gewichts gegenüber dem Gerippe der positiven Atomreste 
annähernd wie ein in sich starres Gebilde ein ganz klein wenig herab. 
Dadurch entstehen auf der Ober- und Unterfläche der Metallschicht 
schwache positive bzw. negative Flächenbeladungen'!), während im 
Metallinnern alles neutral bleibt. 

Wie weit diese Behauptung reiner Oberflächenbeladungen quanti- 
tativ berechtigt ist, läßt sich noch auf folgenden Wegen prüfen. 
Einmal kann man für die positive oder negative Überschußladung 
die Lage der Schwerpunktsebene ermitteln. Die Rechnung gestaltet 
sich bequem, wenn man — in Abb. 2! — nur den Betrag der 


rechten Kurvenhälfte heranzieht und anstatt mit der Koordinate z : 


mit der von der Schichtmitte ab zählenden Koordinate z = z — 2 u 
BE Mittels des Ansatzes 


und Gl.(15) berechnet Pr als Koordinate z, der Schwerpunktsebene 
der Ladungsverteilung 


A 


Bis auf die vernachlässigbare Abweichung Pr 10-* cm, | 


die ja viel kleiner als die Dicke der äußersten Atomlage ist, fällt = 
also der Schwerpunkt der Ladungsverteilung in die Ebene x = = 


d.h. wirklich praktisch in die Oberfläche z= H oder auch 
der Metallschicht. 

Andererseits kann man fragen, wie weit die unter III. diskutierte 
Potentialverteilung des vorliegenden Problems übereinstimmt mit 
derjenigen im Raum zwischen entgegengesetzt gleichen reinen 


1) Dies widerspricht nicht der Überlegung zur Gewinnung der Rand- © 
bedingungen am Ende von II, da es sich nach GI. (15) bzw. Abb. 3 streng 
eben doch nur um dicht gegen die Außenflächen zusammengedrängte Raum- 
ladungen handelt. 
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Flächenbeladungen im Abstand H wie bei einem Plattenkondensator, 
Nimmt man als Flächendichten auf zwei derartigen unbegrenzten 
Ebenen die Werte +o an, so ermittelt man für den Potential. 
verlauf im Zwischenraum z 


g(0)=4a02. 


Setzt man aber hier mittels (16) die als Flächenbeladung unseres 
Problems gefundene Größe o = N: = — ein, so ergibt sich 


(2) — Y(0)= Bz 
in praktischer Übereinstimmung mit unserer Lösung (14), deren 
zweites Glied ja vernachlässigbar klein war. Die Lösung stimmt 
ferner überein mit derjenigen der Überschlagsrechnung von Gl. (1 
der Einleitung, und jetzt wird auch verständlich, warum dort der 
Versuch, im Bereich zwischen z = 0 und z = H eine Raumdichte von 
Elektronen festzustellen, fehlschlug. 

Abschließend läßt sich also sagen, die Ladungen sind tatsäch- 
lich, wie behauptet, mit großer Schärfe allein auf die obere und 
die untere Begrenzungsfläche der Schicht zusammengedrängt. Ihre 
Teilchendichte N pro cm? erweist sich nach der Entwicklung von 
(16) in erdrückender Annäherung als unabhängig von der speziellen 
Metallsorte und, was am auffälligsten ist, von der Schichtdicke, sofeı 


1 . 
nur H> Vz ~ 10-Scm angenommen wird. 
A 


V. Zum dreidimensionalen Problem 


Es bleibt noch die Frage übrig, wie sich das gewonnene Bild 
verändert, wenn man an Stelle der horizontal unbegrenzten Schicht 
an ein ringsum abgegrenztes Metallgebilde der Höhe H denkt. 
Sicher läßt sich die bisherige Lösung noch näherungsweise verwen- 
den, wenn man die seitliche Ausdehnung des Körpers groß gegen- 
über H oder allenfalls mit H vergleichbar wählt. Werden aber die 
horizontalen Ausmaße klein gegen H, d. h. schrumpft das Gebilde 
etwa zum vertikalen Stab oder Draht zusammen, so bleibt bei 
strengen Anforderungen kein anderer Ausweg, als die mühsamere 
Aufgabe der Integration des räumlichen Randwertproblems durch- 
zuführen. In erster Annäherung kann man über das zu erwartende 
Ergebnis allerdings auch ohnedem folgende Vermutungen aussprechen. 

Die Potentialverteilung dürfte größenordnungsmäßig auch hier 
dieselbe sein, wie sie bereits der einfache Ansatz (1) der Einleitung 
herausbrachte, der ja keinerlei Voraussetzung über die Form des 
Metallkörpers enthielt. Man kann sich dies auch an Hand des 
Energieprinzips klar machen. Um aber dieselbe Potentialdiffer 
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F. Wolf. Metallelektronen im Schwerefeld der Erde 


wie in der unendlichen Schicht in einem dünnen vertikalen Stab 
hervorzurufen, müssen ungleich viel mehr Elektronen pro cm? ab- 
sinken, da die Mitwirkung der Nachbarschaft am Feldaufbau fehlt. 
Denn im Fall der unendlichen Schicht verlaufen die Kraftlinien von 
den positiven Ladungen oben nach den negativen Ladungen unten | 
dicht gedrängt als homogenes Feld einander parallel. | Jagegen 
müssen sie um einen dünnen Stab, der oben und unten Ladungen 
entgegengesetzten Zeichens trägt, weit auseinander streuen und 
würden bei derselben Ladungsmenge pro cm? wie in der Schicht 
nur ein viel geringeres Feld im Stab verursachen. 

Wenn aber nach wie vor im Metall die Potentialdifferenz Bz, 
also das Gefälle B herrschen soll, so kann man wenigstens roh ab- 
schätzen, welche Ladungen + Q hierzu in der Nähe der Enden 
eines Stabes von etwa 1 cm? Querschnitt verteilt werden müßten. 
In halber Stabhöhe dürften sie annähernd dasselbe Feld wie Punkt- 
20 
(=) 
erforderlichen Feld B, so ergibt sich fiir die Ladungen Q = 


ladungen, also E = erzeugen. Identifiziert man dies mit dem 


BH* 
8 


und für die Zahl der Teilchen, die sie darstellen, 


Der Ziffernwert folgt, wenn “man für den Abstand der Ladungs- 
schwerpunkte einfach wieder H = 10 m einsetzt. Sind die Voraus- 
setzungen zu dieser Rechnung auch wenig sicher, so dürfte sie doch — 
darin richtig sein, daß die Anreicherung an Elektronen in der | 
unteren Stabhälfte ganz beträchtlich größer wird als bei der unend- 
lichen Schicht unter (16). Aber auch hier werden die Mengen wohl 
längst nicht hinreichen, um elektrometrisch nachweisbar zu sein. 


Zusammenfassung 


Der Einfluß der Schwerkraft auf das leichtbewegliche Gas der 
Leitungselektronen eines Metalls, dessen Gitter der Atomreste als 
starr vorausgesetzt sei, wird quantitativ untersucht. Zum Zweck 
bequemer Rechnung dient zunächst ein Metallkörper als Grundlage, 
der in horizontaler Richtung unbegrenzt ausgedehnt, aber in der 
Vertikalen auf die Dicke H beschränkt ist, so daß mathematisch ein 
eindimensionales Problem vorliegt. 

Ergebnisse der eindimensionalen Betrachtung: Infolge einer 
Senkung der Elektronen entsteht innerhalb des Metalls ein Potential- 
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gefille in vertikaler Richtung, das in erdriickender Annäherung unab- 
hängig von der Art des Metalls den konstanten Wert 5,58-10~" Volt/m 
besitzt. — Die räumliche Verteilung der Elektronen wird im ein- 
zelnen analysiert. Sie hat in guter Näherung das Aussehen, als ob 
das Gas gegenüber dem Gerippe der positiven Atomreste sich fast wie 
ein starres Gebilde ein ganz klein wenig senkte, so daß im Metall- 
innern alles neutral bleibt, während auf der Ober- bzw. Unterfläche 
der Schicht eine positive bzw. negative Flächenbeladung entsteht. 
Diese Flächenbeladungen sind — wieder in erdrückender Annähe- 
rung — unabhängig von der Metallart sowie vor allem von der Schicht- 
dicke. Sie sind ebenfalls sehr klein und betragen 3,08 . 10-7 Ele- 
mentarquanten/cm?. 

Fiir das dreidimensionale Problem, einen endlichen Metallkérper 
geringer seitlicher Ausdehnung, etwa einen vertikalgestellten Stab, 
ist größenordnungsmäßig dasselbe Potentialgefälle wie in der unend- 
lichen Schicht zu erwarten. Dagegen dürfte die pro Querschnitts- 
einheit absinkende Elektronenmenge unvergleichlich viel größer sein. 
Aber auch sie wird die Grenze der Meßbarkeit nicht erreichen. 


Karlsruhe i. B., Technische Hochschule. 
(Eingegangen 30. Juli 1940) 
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Grüneisen u. Erfling. Elektrischer und thermischer Widerstand usw. 


Elektrischer und thermischer Widerstand 
von Berylliumkristallen im transversalen Magnetfeld) 


Von E. Griineisen und H.-D. Erfling 

(Mit 17 Abbildungen) = 

1. Nach früheren Messungen des einen von uns mit H. Aden- 

stedt?) erhöhen transversale Magnetfelder von etwa 10 kOe den 

elektrischen und thermischen Widerstand von reinen Be,-Kristallen 

bereits bei 80° K auf ein Mehrfaches, bei 20° K entsprechend viel 

stärker. Die Proben, von der Degussa zur Verfügung gestellt und 

mit Be, 1 und Be, 2 bezeichnet, waren parallel zur hexagonalen 

Achse als sechsseitige Säulchen gewachsen und wurden in der gleichen 

Richtung durchströmt. Die Anisotropie der magnetischen Wider- 
standsänderung beim Drehen des Feldvektors in der Basisebene i) 

zeigte sechszählige Symmetrie°). 

Wir berichten nunmehr über den Einfluß transversaler Magnet- 

felder auf Be,-Kristalle, um von dem Verhalten dieses einfach 

hexagonal kristallisierenden Metalls mit einem annähernd der 


dichtesten Kugelpackung entsprechenden Achsenverhältnis - = 1,5682 u 


ein einigermaßen vollständiges Bild zu geben. 
Zwar sind inzwischen galvanomagnetische Messungen auch - 7 
Zn- und Cd-Kristallen*) veröffentlicht worden, doch wird sich zeigen, 


1) Im Auszug vorgetragen in der Sitzung der Gauvereine Baden-Pfalz 
und Hessen d. Deutsch. Phys. Ges. in Heidelberg am 19. Februar 1939. (Verh. 
d. Deutsch. Phys. Ges. 20. S. 48. 1939.) — Die Versuche an Be 8 lagen damals 
noch nicht vor. : 


2) E. Griineisen u. H. Adenstedt, Ann. d. Phys. [5) 31. S. 714. 1938, a 


im folgenden mit I zitiert. 

3) Die in I S. 742 unter b) gemachte Angabe, daß die Widerstands- 
änderung Ag bei höheren Feldern eine 12-zählige Symmetrie zeige, beruhte 
auf einem Versehen und ist als unbegründet zu streichen. Es sollte dort zum 
Ausdruck gebracht werden, daß bei höheren Feldern Minima der Feldwirkung 
nicht nur alle 60° auftreten, sondern auch in den um 30° entfernten Zwischen- — 
lagen. Indessen sind diese Minima von den anderen verschieden. 

4) B. G. Lazarev, N.M. Nakhimovich u. E. A. Parfenova, C.R.de 
l'Acad. des Sciences de !’URSS, 24. S. 855. 1939; E. Justi, J. Kramer u 
Reinhart Schulze, Phys. Ztschr. 41. S. 308. 1940. Den Fer io 
Autoren verdanken wir einen vorzeitigen Einblick in ihre Mitteilung. \ 
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daß diese Metalle mit einem stark gedehnten hexagonalen Gitter 
sich etwas anders wie Be verhalten. 

Sämtliche Ergebnisse über die elektrische Widerstandsiinderung 
Ao von Be im Magnetfeld H, einschließlich der mit Adenstedt 
erhaltenen, werden wir benutzen, um die von Kohler!) aufgestellte, 
auf Bethe zurückgehende Beziehung zu prüfen, welche fordert, 
daß für eine bestimmte Feldrichtung alle Beobachtungen der rela- 
tiven elektrischen Widerstandsänderung Ao/or-o bei verschiedenen 
Temperaturen und Reinheitsgraden der Kristalle in Abhängigkeit von 
H/oy=» durch eine Kurve darstellbar sein sollen. 

Für die thermische Widerstandsänderung von Be, werden wir 
eine schon früher aufgestellte Beziehung?) zur elektrischen Wider- 
standsänderung nachweisen, die im wesentlichen auf das modifizierte 
Wiedemann-Franzsche Gesetz hinauskommt, bei dessen An- 
wendung die Gitterleitung von der Gesamt-Wärmeleitung in Abzug 
zu bringen ist?). 

2. Die untersuchten Be, - Proben. Es handelt sich um Be-Kristall- 
blättchen der Degussa, die parallel zur hexagonalen Achse nu 
geringe Dicke haben, senkrecht zur Achse aber genügend ausgedehnt 
sind, um Widerstandsmessungen zuzulassen. Da sich bei allen früheren 
Messungen an Metalleinkristallen in der Anisotropie der Feldwirkung 

deutlich die Atomgitterstruktur ausprägte, s 
war bei Be,-Kristallen eine 2zählige Sym- 
metrie der Feldwirkung zu erwarten, wie sie 
auch bei trigonalen Bi,-Kristallen besteht. 
Während hier aber die Lage der Stromrichtung 
in der Basisebene einen auffallenden Einfluß 
auf die Form der Anisotropiekurve hat*), war 
bei dem hexagonalen Be, ein solcher Einfluß 

Abb. 1. Lage der Stromrichtung unwahrscheinlich. Zur Ent- 

der Nebenachse x scheidung schnitten wir mit Diamantscheibe 
sar Gtromriehteng aus den Kristallblättchen drei Streifen mög- 
lichst konstanter Breite (2—3 mm) und Dicke 

(0,15—0,2 mm) aus, deren Längsrichtungen (identisch mit Strom- 
richtung) die Winkel 12, 2 und 30° mit der binären Nebenachse ( 
bildeten. Diese Winkel wurden aus Laueaufnahmen der Blättche 
bestimmt und ınikroskopisch kontrolliert. Abb. 1 zeigt die Lag 

1) M. Kohler, Ann. d. Phys. [5] 32. S. 211. 1938. 

2) E. Grüneisen, Ann. d. Phys. [5] 32. S. 219. 1938. 

3) Über das Wiedemann- Franzsche Gesetz im Magnetfeld vgl. auch 
M. Kohler, Ann. d. Phys. [5)29. 8.256. 1937; J. Meixner, ebenda 33. S.682. 1938 

4) O. Stierstadt, Ztschr. f. Phys. 85. S. 310. 1933 (vgl. Abb. 7 u. 10). 
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der Nebenachsen in den drei Proben, die wir mit Be3, Be4, Bes 
bezeichnen. 

3. Versuchsanordnung. In I (S. 715 und Abb. 1 und 2) sind 
zwei Typen von Apparaten beschrieben, die zur Messung des thermischen 
und elektrischen Widerstandes dienten. Für Be3 und Be4 wurde 
der Wärmeleitungsapparat Il vom ersten Typ benutzt, für Be8 zu- 
nächst der gleiche, in der Mehrzahl der Versuche jedoch ein neuer 
Apparat IV vom zweiten Typ, der sich nur dadurch von Apparat II] 
(vgl. I, Abb. 2) unterschied, daß der Durchmesser des Bodens geringer 
war. So konnte das verdampfende Gas des Bades leichter entweichen, 
der Boden wirksamer bespült werden, wie wir glauben. Jedenfalls 
fielen bei Apparat IV Störungen fort, die der Genauigkeit der Wärme- 
leitungsmessungen in Apparat II Eintrag taten. 

Die Be,-Streifen wurden in gleicher Weise zwischen Glas- 
stibchen montiert, wie früher die Be, -Siéulchen (vgl. I, Abb.1c). Die 
Thermoelementdrähte aus Konstantan und Manganin waren wieder 
an Kupferringe gelötet, die aus wenigen Windungen dünnen Dralıtes 
(0,05 m Durchmesser) bestanden, die fest um die Be-Streifen ge- 
wickelt und miteinander verlötet waren. Für die Thermokraft als 
Funktion der Temperatur benutzten wir die frühere Eichung?), da 
die Elemente demselben Drahtvorrat entstammten. 

Bei den Wärmeleitungsmessungen kam weder der Strahlungs- — 
verlust aus Heizspule und Probe, noch der Leitwert der beiden 
Glasstäbe in Betracht. 

4. Der elektrische Widerstand von Be, ohne Magnetfeld. Zu- 
nächst prüften wir die Reinheit unserer Be,-Proben durch Messung 


des Widerstandsverhältnisses r, = es (Tab. 1). Ein Be, -Kristall 
Soe c 


Tabelle 1 


Be3; <& (J, x) = 12° Be4; <& WJ, z) =2° Be8; (J, x) = 30° 


— 182,9, 0,0242, — 182,8, 0,0277, — 183,2, 0,02467 
— 195,1, 0,01443 — 195,3, 0,0171- — 195,0, 0,0151. 
— 252,7, 0,00251 — 252,7, 0,00396 — 252,8, 0,00243 


mit völlig ungestörtem Gitter würde bei 20° K, welche Temperatur 
etwa 1/50 der Debyetemperatur @ betrigt?), wahrscheinlich ein 
r< 10”? haben. Demnach dürfte der bei unseren drei Be-Proben 
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beim Siedepunkt des Wasserstofis beobachtete Widerstand im wesent- 
lichen aus konstantem Restwiderstand bestehen. Er betrüst nur 
wenige Promille des Widerstandes beim Eispunkt und kann als 
Beweis für ein verhältnismäßig wenig gestörtes Gitter, also hohe 
Reinheit des Be, gelten. 

Allerdings müssen wir darauf hinweisen, daß dieMatthiessensche 
Regel für die drei Proben untereinander schlechter stimmt, als es 
sonst in vielen Fällen beobachtet wurde, z. B. auch schlechter, als 
für die früher untersuchten Be „- Proben (vgl. I, S. 734 u. 735). Die 
Differenzen der in Tab. 1 nebeneinander stehenden r-Werte sind 
sehr unregelmäßig. Die r,t-Kurven von Be3 und 8 überschneiden 
sich sogar. Daß der Grund hierfür in der verschiedenen Neigung 
der x-Achse gegen die Stromrichtung liegt, ist nicht ausgeschlossen), 
Doch halten wir auch für möglich, daß die ungünstige Beschaffenheit 
der Proben und die Art der Potentialabnahme die Schwankung 
bedingen. Die Proben haben blättrige Struktur. Ob die Blätt 
sich über die ganze MeBlinge erstrecken und wieweit sie etwa durch 
schlechter leitende Oberflächenschichten voneinander getrennt sind, 
die bei verschiedenen Temperaturen in verschiedener Weise in Wirk- 
samkeit treten könnten, ist zweifelhaft. Auch die Kupferringe für 
die Potentialdrähte könnten bei verschiedenen Temperaturen den 
Weg der Stromlinien in verschiedener Weise beeinflussen. Jeden- 
falls möchten wir die krassen Abweichungen von der Matthiessen- 
schen Regel in Tab. 1 vorläufig nicht als eine dem Be zukommende 
Eigenschaft, sondern wenigstens zum Teil als Folge der meBtechnischen 
Schwierigkeiten ansehen. 

In dieser Annahme bestärkt uns auch die Erfahrung, daß es 
nicht gelang, für die drei Proben Be, der Tab. 1 — und noch 
einige andere — übereinstimmende Werte des spezifischen elektrischen 
Widerstandes zu erhalten, obwohl nach den kleinen Restwiderständen 
solche zu erwarten waren. Zwar betrugen die Meßlängen von Be3, 4 
und 8 nur 9, 8 und 14 mm, ihre Definition als Abstand der Thermo- 
element-Lötstellen war nur auf wenige Zehntelmillimeter sicher. 
Trotzdem ließen sich hieraus und aus der Querschnittsbestimmung 
der Proben mittels genauer Mikrowägung Differenzen der o-Werte 
bis zu 15°/, kaum erklären. Sie werden verständlich, wenn man 
annimmt, daß bei stark blättrigen Kristallen ungleichmäßigen Quer- 
schnitts hier und da eine Schicht infolge mangelhaften Kontakts 

1) Ein ähnlicher Fall findet sich bei J. W.de Haas und W.H. Capel, 
Comm. Leiden 233a und Physica 1. S. 929. 1934. Dort wird gezeigt, daß die 
Wärmeleitfähigkeit von Bi, einen stark verschiedenen Gang mit der Temperatur 
hat, je nachdem die «-Achse || oder 1 zur Stromrichtung steht. 
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mit den Nachbarschichten für den Leitwert des Kristalls nicht voll : 


mr Geltung kommt, der durch Wägung bestimmte Querschnitt = = 


daher zu groß ist. Trifft diese Annahme zu, so würden die o-Werte 
zu groß ausfallen, der kleinste hätte die größte Wahrscheinlichkeit. 
Das kleinste o fanden wir für Be3, das ist der Kristall, dessen 
Form am gleichmäßigsten war. Er ergab a 
bs 
(0. = 312-10-5[2 cm]. 


Für Be8 nahmen wir den gleichen Wert an, fiir Be 4, 
dem größeren Restwiderstand, o%c = 313-107°. 

Der Abfall von o, mit sinkender Temperatur (Tab. 1) ist ze. — 
wenig langsamer als der von 0, (1, 8. 738). Dies Verhalten entspricht j 
dem der thermischen Ausdehnungskoeffizienten in beiden Richtungen B ‘ 
nach Erflings Beobachtungen (a. a. O.). 

Dagegen ergibt sich durch Kombination von (0, \»¢ mit dem 
in I, S. 734 erhaltenen (0, 


(*") = 138, 


Die Leitungs-Anisotropie von Be wire demnach ziemlich stark und 
gleichsinnig der von Zn und Cd, entgegengesetzt der von Mg — ein 
in Anbetracht der Achsenverhiltnisse überraschendes Ergebnis’). — 
Es sei jedoch nochmals hervorgehoben, daß es der Nachprüfung — 
bedarf. 

Aus den gemessenen elektrischen Widerständen und den oergaben | 
sich die Formfaktoren (l/g), die auch für die Berechnung der ther- | 
mischen spez. Widerstände dienten. 

5. Die Anisotropie der Magnetfeldwirkung auf den elektrischen 
Widerstand. Wir betrachten zunächst Abb. 2 und 3, in denen die 
durch verschiedene transversale Magnetfelder H bewirkte Änderung 
des spez. Widerstandes 40, in Abhängigkeit von der Feldrichtung 
+ = — 160 bis + 20° bei den Temperaturen — 195 und — 253° ( 
für die Kristalle Be3, 4 und 8 aufgetragen ist. Zur Ergänzung 
hinsichtlich der Temperatur — 183°C und anderer Feldstärken 
teilen wir in den Tabellen 2—4 noch einen Auszug unserer Meb- 
ergebnisse mit, und zwar für drei ausgewählte Feldrichtungen: H | 2, 
Hilz und die Richtung maximaler Wirkung (z = hex. Achse). Da 
Umkehr der Feldrichtung einflußlos war, so genügt der in den Abb. 2 
und 3 angegebene Winkelbereich von 180° und man erkennt die 
erwartete zweizählige Symmetrie des magnetischen Widerstandseffektes 
in bezug auf die Stromrichtung als Drehachse. 


l) c/a für Be: 1,568; Mg: 1,624; Zn: 1,856; Cd: 1,886. 
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Abb. 2. 4g, als Funktion der Feld- Abb. 3. 4g, als Funktion von + 
richtung bei — 195° C bei — 252,8°C und 10,1 kOe 


und verschiedenen 7 


Tabelle 
Be, 3(<&(J. x) = 12°) 


Hız Max. H-Wirkung Hiz | Anisotropie 
g710* | 49-10%| 9.10% 149-10° 9-10 140.10) 
t =— 182,98° C 


0,78 | 
13,49 | 
33,6, | 
61,3, | 
77,5, | 


“a 
| 
1 Grü 
4 
- H in 
H 100 
IC 
| 
| 
3 
6 
10 
11 
3 
6 
10 
11 
12 
H in kOe 
7,55 0 7,55 0 7,55 Hin 
i) 3,4 10,02 247 | 11,49 3,94 | 11,14 3,59 1,60 
6,8 14,4, 6,8, 19,4, | 11,8, | 17,5, | 10,0, 1,72 
10,1 20,7, | 13,1, | 30,2, | 22,7, | 25,3, | 17% 1,72 
j Zu 117 24,3, | 16,8, | 36,9, | 29,4, | 29,6, | 22,1, 1,75 
0 
t =— 195,15° C 
b ’ 3, 
0 4,52 0 452) 0 | 452 | 0 
RE BA 7,89 3,37 | 10,21 5,69 | 9,46 4,94 1,69 a 
6,8 14,6, 10,1, 21,9, 17,49 | 17,4 | 12,8, 1,72 
. in 10,1 24,2, 197. | 38,6, | 34,1, | 27,0, | 22,5, 1,73 2, 
11,7 29,9, | 25,4, | 48,7 | 441, | 32,1, | 27,5, 1,74 
t = - 252,79 C 
0 | o | o7v| es 2, 
7 u 3,4 8,35 7,57 | 20,34 19,56 71 2,58 3, 
. 6,8 24,3, | 23,5, | 594, | 58,7, ‘8, 2,49 6, 
10,1 48,2, | 47,5, | 114,0 | 1132 2,38 10, 
11,7 62,7, | 61,9, | 146,72 | 145,9 7; | 236 a 
An 
1 i 
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Tabelle 3 
Be, 4(a (J, x) = 2°) 


Max. H-Wirkung Hız Anisotropie 


4g-10°| | 49-10" 0.10% -10° A (g) 


t = — 182,86° C 


8,68 0 
12,68 4,00 
31,8, 23,1, 
38,4, | 29,7, 

t = — 195,32° C 
5,37 
10,94 
22,3, 


Tabelle 4 
Be , 8(2 (J, 2) = 30°) 


Max. H-Wirkung H iz Anisotropie 


A (9) 


t =— 183,29° C 


7,0, 0 
11,61 
19,4, 
30,7, 
37,3, 
39,6, 


7 
Ü 


| 
che | 
Hin kOe : 
g-10° | DEN 
0 868 0 sep| 0 | — 
3,4 11,14 2,46 2,40 3,72 1,63 | 
10,1 21,8, | 13,1, 7,6, | 18,9, 1,76 Ber a 
11,7 25,4, 16,8, 2,2, | 23,6, 1,77 7 
! = 
0 5,37 0 5,37 0 
3,4 8,65 3,25 0,38 5,01 1,70 “ i 
6,8 15,0, 9,7, 88, 13,4, 1,75 
10,1 24,3, | 19,0, 38,9, 33,6, | 24,3, 23,9, 1,77 
11,7 29,7, | 24,3, | 486, | 432, | 345 29,1 1,78 « @ | 
t = — 252,78° C — | 
0 1,24 0 1,24 0 1,24 0 ie i 
3,4 7,46 6,22 | 17,0, | 15,7, 12,2, 11,0, 2,54 
6,8 19,8, | 18,6, | 48,1, | 468, 284 27,2, 2,51 | 
10,1 37,5, | 36,3, 91,9 | 90,7 49,3, | 48,1, 2,50 ° a 
11,7 48,0 4,8 118,0 | 116,7 61,2 59,9 2,50 : ! 
12,2 51,6 , 50,4 | 126,7 | 125,5 65,2 63,9 2,49 
u | A | 
Hiz 
| - 108 4e:10° 108 { | 
0 | 770! o 
10,38 2,58 I 11,19 3,49 1,52 
); | 5 17,6, 9,9, | 1,59 
| 218 | 141, 252 | 180, | 68 | 
| 25,8, | 18,1, » | 300, | 22,3, 1,63 
’ | 3 31,5, | 23,8, 1,64 
Cc > 
0 4,73 | 0 4,73 | 0 473 | 0 
2,2, 6,72 1,99 | 7,73 3,00 7,44 2,71 1,51 7 BL 
3,4 8,38 3,65 | 10,42 5,69 9,62 4,89 1,56 7 “ 
6,8 15,6, | 10,9, | 223, | 17,4, | 17,9 | 13,1, 1,60 i 
10,1 | 25,9, | 21,2, | 39,0, | 343, | 278 | 230, 1,62 4 
11,7 31,8, | 27,0, 48,2, | 43,5, | 33,1, | 283, | 1,61 | u 
122 | 33,8, | 29,1, 51,8, | 47,1, | 34,9, 30,2, | 62 7 ; 
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Tabelle 4 (Fortsetzung) 


— 


H in kOe Max. H-Wirkung Huz Anisotropi: 
g-10° 4y-10% g-10% 40-10 4e-10% A@ 


t = — 252,81° C 


162,4 161,6 81,6, 


Die 40,-Kurven sind außerdem fast spiegelbildlich symmetris 
zur Lage der hexagonalen Hauptachse (i = —90°). Dies gilt f 
alle drei Proben unabhängig von der Lage der binären Nebenachst 
in der zur Stromrichtung parallelen Basisebene. Hierin liegt ein 
wesentliche Vereinfachung gegen die Verhältnisse beim trigonaleı 
Wismut, wie sie Stierstadt‘) zuerst beschrieben hat. 

Aber auch gegenüber Zn und Cd hat Be eine einfachere Fc 
der Anisotropiekurven. Es fehlen die Minima, die in + 55° Ab- 
stand von H jj z für Zn und Cd von Lazarev, Nakhimovich und 
Parfenova gefunden und fiir Cd von Justi, Kramer und Re 
hartSchulze bestätigt sind. Nun haben zwar die genannten Forse 
z. T. bei 4,2° K und höheren Feldstärken gemessen, indessen wird 
dieser Vorsprung durch die hohe charakteristische Temperatur des 
Be (etwa 1000) ausgeglichen. 

Die kleinste Feldwirkung Ao,in besteht für H Lz. Für H 
fanden wir bei schwachen Feldern ein Maximum (z. B. Be4, 
H =1,1 kOe, t=— 195°C). Mit wachsendem Felde bilden sich 
jedoch unter + 20—30° gegen die Hauptachse Maxima aus, so dab 
nun für H il z ein spitzes Minimum entsteht. (Abb. 2.) 

Die drei Proben unterscheiden sich bei — 195°C so we 
daß in Abb. 2 die Kurven nur für je eine Probe ausgezogen sind, 
während für die anderen nur die Beobachtungspunkte eingetrageı 
wurden. Bei — 253° C (Abb. 3) sind die Kurven verschieden reine! 
Proben, Be4 und Be8, schon stark auseinander gerückt. Charakte- 
ristische Unterschiede der drei Proben erkennt man jedoch deutlicher 
an Tab. 2—4, wo in der letzten Spalte aus A_max: 4 Qmin ein Mab 
der Anisotropie A (0) gebildet ist. Die Anisotropie erreicht bei allen 
drei Temperaturen und den von uns benutzten Feldstärken d 
konstanten Höchstwert, der den von Be, noch übertrifft (vgl 


1) O. Stierstadt, Ztschr. f. Phys. 85. S. 310. 1933. 
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Ansti 
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> 
= > 
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| 
E 0 0,76 0 0,76 0,76 0 on 
OF 2,2, 5,44 4,68 11,50 4 8,06 7,30 2,25 Zz 
AM 3,4 9,70 8,94 20,9, 20,1, 13,1, 12,3, 2,26 
. 6,8 27,5, | 26,8, 59,6, | 58,9, | 32,3, 31,5, 2,20 
ry 10,1 54,9, 54,2, 118,0 117,2 60,5, 59,7, 2,16 
11,7 70,75 69,9, 151,5 150,5 76,3 75,59 2,15 
m, 122 | 75,9, | 75,1, | ME 80,9, 2,15 
[| 
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Tab. 16). Aber diese Höchstwerte sind bei den drei Proben ver- 
schieden. Sie sind um so kleiner, je mehr die z-Achse gegen die 
Stromrichtung gedreht ist (Be4 »Be3- >BeS8). Wir glauben 
daher schließen zu sollen, daß die Lage der binären Nebenachse x 
einen geringen EinfluB auf die Größe des magnetischen Wider- 
standseffektes hat, und zwar scheint dieser Einfluß größer für H | 2 
als für H 1 z zu sein. 

6. Abhängigkeit der Widerstandsvermehrung do von der Feid- 
stärke. Nach dem Vorschlag Kohlers tragen wir als Ordinate die 
Widerstandsänderung im Verhältnis zum Widerstand beim Felde Null 
auf, als Abszisse das Verhältnis von H zu demselben Widerstande. 
Dann sollte nach der Kohlerschen Beziehung für eine bestimmte 


Feldrichtung 
| H 
=0 


sein. Dabei soll die Funktion unabhängig davon sein, ob oy - 
durch Temperaturänderung oder durch Gitterstérungen infolge Fremd- 
atomzusatz oder Deformation variiert wird. Dagegen werden fiir 
verschiedene Feldrichtungen im allgemeinen verschiedene w-Formen 
gelten. Für die Richtungen maximaler und minimaler Feldwirkung 
wird w nur dann die gleiche Form — bis auf einen konstanten 
Faktor — haben können, wenn J Oyax: 40min = A(o) unabhängig 
von H/o, = 9 gefunden wird, d.h. wenn die Anisotropie A unabhängig 
von Feldstärke und Temperatur ist. Das ist aber weder bei Be, 
(vgl. I, Tab. 16), noch bei Be, der Fall. 

Deshalb ist die Prüfung der Kohlerschen Beziehung in Abb. 4 
und 5 für die drei ausgewählten Feldrichtungen der Tab. 2 bis 4 
getrennt vorgenommen. In Abb. 6 fügen wir das entsprechende 
Bild für Be,1 und Be,2, die sich durch einen Restwiderstand 
von r im Betrage von 0,00044 unterscheiden, nach den Beobachtungen 
mit Adenstedt hinzu, wiederum für die beiden Richtungen maxi- 
maler und minimaler Feldwirkung (vgl. I, Abb. 17). 

Be, zeigt ebenso wie Be, einen gleichmäßigen beschleunigten 
Anstieg des do mit H, jedoch nicht proportional H?. Die ver- 
schiedenen Feldrichtungen geben einen etwas verschiedenen Kurven- 
typ. Die Punkte der verschiedenen Proben fallen nicht genau auf 
dieselbe Kurve, die Abweichungen sind am stärksten für H | z 
(Abb. 4. Nach dem früher Gesagten deutet sich hierin ein Einfluß 
der Nebenachsenstellung in der Basisebene an. 

Die in Abb. 4 gezeichneten Kurvenanfänge entsprechen den 
Beobachtungen an Be3 bei — 195°C. Sie schließen sich nicht 
gut an die Kurvenzüge für — 253° C an, wie es die Kohlersche 
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Beziehung fordern würde. Dies mag daran liegen, daß das T'emperatur. | 
gebiet des flüssigen Stickstofls bereits außerhalb des Giiltigkeits. Ditteı 


bereichs der Theorie liegt. Dagegen fallen die Beobachtungen bei deutl 
sehr 


Abb. 4 u. 5. Prüfung der Kohler- 
schen Beziehung an Be, 
“03 
Abb.6. Prüfung der Kohlersel 
© Bas "KAT Beziehung an Be, 
+ Bad 


2 
| Rich irhung) 4 
Abb. 5 6 an Be 


Fortse 
W 
relativ 
Mittel 


- — 183 und — 195°C gut auf denselben Kurvenzug, wie Abb. 5 in 
einem gegen Abb. 4 vergrößerten Maßstab zeigt. Die Kurven für 
die drei Feldrichtungen sind hier der Deutlichkeit halber seitlich 
verschoben. 
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In Abb. 6 fällt auf, daß die beiden nur durch eine geringe 
Differenz des Restwiderstandes verschiedenen Proben Be, 1 und Be, 2 
deutlich verschiedene Kurven für — 253° C ergeben, was mit dem 
sehr verschiedenen Anisotropiegrad beider Proben (vgl. I, Tab. 16 


+30 


Abb. 7. Prüfung der Kohlerschen Beziehung mit logarithmischer _ 
Ordinatenteilung (konstante Beträge fortgelassen) 


und 19) zusammenhängt. Die Kurvenanfänge, nach den Beobachtungen 
an Be,2 bei — 195°C gezeichnet, passen wieder nicht gut zu den 
Fortsetzungen bei — 253° C (in Abb. 6 schwer zu erkennen). 

Wie aus einem Vergleich von Abb. 4 und 6 hervorgeht, ist die 
relative Widerstandsvermehrung bei gleichen H/o, —o für Be, im 
Mittel doppelt so groß wie für Be,. Dieser Unterschied würde 
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auch dann bestehen bleiben, wenn man nach dem Voryang von 
Justi und Kramer?) an Stelle von H/oyoo die Abszisse 
is 


: On 
einführen wollte, wo t= —- bedeutet. Denn in Anbetracht des 


fast gleichen Abfalles von o mit T für Be, und Be, könnte man 
diesen beiden Kristallrichtungen keine wesentlich verschiedenen 4 
zuordnen. 

Justi und Mitarbeiter bevorzugen bei Prüfung der Kohlerschen 
Beziehung die Anwendung logarithmischer Teilung auf den Koordinaten- 
achsen. Man gewinnt dadurch eine gute Übersicht über die Gesant- 
heit der Messungen, wenn auch manche Einzelheiten verwascheı 
werden. Deshalb geben wir diese Darstellung unserer gesamten 
Messungen an Be, und Be, in Abb. 7. Die Bezeichnung der Be- 
obachtungspunkte stimmt mit der in Abb. 4 und 5 überein. Aus- 
gleichende Kurven verbinden die Beobachtungen je bei maximaler 
und minimaler Feldwirkung. Der Anschluß der verschiedenen 
Temperaturbereiche, links hohe, rechts tiefe, erscheint hier besser. 

Zusammenfassend können wir schließen, daß die Kohler- 
Bethesche Beziehung für die Beobachtungen an Be ihre ordnende 
Kraft bewährt, daß aber von einer strengen Gültigkeit, selbst bei 
Beschränkung auf eine bestimmte Feld- und Kristallrichtung nicht 
gesprochen werden kann. 

7. Die Wirkung magnetischer Felder auf den thermischen Wider- 

Ze Der thermische Widerstand verhält sich hinsichtlich der 


Anisotropie der Feldwirkung und der Abhängigkeit von der Feld- 


Abb. S. dw als en von # bei — 193° und — 182,5°C und 10,1 


“ 
1) E. Justi u. J. Kramer, Phys. Ztschr. 41. S. 113. 1940. 1 
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3 
. stärke ähnlich dem elektrischen Widerstand. Stark verschieden ist . 
jedoch der Betrag der Widerstandsvergrößerung unter gleichen Ver- 
hältnissen. 
es Die Ähnlichkeit in der Anisotropie der Feldwirkung erkennt 
an man durch Vergleich der Abb. 8 mit2 und 9 mit3. Ergänzt werden die 


en 

us- 

ser. Kurvenbilder durch die in den Tabellen 5—7 zusammengestellten Beob- 
er- achtungen des thermischen Leitvermögens 2, des spez. thermischen 
ide Widerstands w, der Zunahme Aw im Felde H und der Anisotropie — 
bei A(w) = AWmax:4Wmin- Es hat den Anschein, als seien die Jw 
cht zuverlässiger, als die Absolutwerte von w und 4. 

Die Ähnlichkeit erstreckt sich auch auf die Größe der Aniso- 
ler- tropie A selbst, die für w fast ebenso groß ist, wie fiir g. Man ver- 
der gleiche die letzten Spalten der Tabellen 2—4 und 5—7. 

Tabelle 5 
Be, 3 
Die Einheit für 4 ist [Wem”! Grad"), für w entsprechend 
H Hız Max. H- Wirkung Hz Aniso 
in kOe tropie 
w-10 Aw-10 w-l0 Aw-10 w-10 4w-10 A (w) 
t =— 192,6°C 
| | | 
0,67, 14,9, | 0,67,| — | 14,9, | 0,67, 
0,79, 11,6, 0,85, | 0,18, 11,6, 0,85, 
0,97, 0, 8,7, | 1,14,| 0,47,| 9,0, | 1,10, 
1,17, 0,5 6,6, | 1,50,| 0,83, 71, 1,39, 
1,28, 0,6 1,68,| 1,01, 6,5, | 1,52, 
0,32, 
Or 
Oe 1,8 


in| Ta 2 16, 
0,99 10, 98 0,50 20,, 


7 


. 
c 
\ | 
| 


Annalen der Physik. 5. Folge. Band 38. 1940 


Tabelle 6 
Be, 4 


H Hız | Max. H-Wirkung 
in kOe w-10 4w-10 2 |w-10|4w-10) 


t = - 182,6° C 
11,0, 0,90, | — 
6,7, 


6,15 


Tabelle 7 
Be, 8 


H Hız Max. H-Wirkung Aniso 
tropie 


in kOe w-10\dw-10 A |w-10|4w-10 A) 


t = — 182,3° C 


| 
0,81, 
0,94, 
1,12, 
1,31, 
1,44, 


0,60, 


0,47, | 0,80, | 7,6, 
0,60,| 6: 58,| 0.97,| 6,9, 
| 


cd 
un 
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Gre! 
pun 
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felde 
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klar: 
und 

und 

über 


Wid 


sche: 


q 
412 3 Grü 
für 
I z nis 
w +10 28 
|w-10/4w-.10 Au leitı 
| 
0 (11,0, 0,90, 11,0, | 090,; — | — 
Mi 7,8, | 1,27, | 0,36 7,| 6,9, | 1,43,| 0,53,, 1,5, 
(11,7 | 24, | 1,34, | 0,43, | | 6,4, | 1,55,| 0,64,) 1,6, 
eit | t = — 194,2°C 
0 | 14,6, | 0,68, | — | 146,| 0,68,| — |146, | 068,) — | — 
34 | 12,2, | 0,81, | 0,13, | 11,4, | 0,87, | 0,19, | 11,6, | 0,86, 0,18,| 1,4, 
6,8 | 10,2, | 0,97, | 0,29, | 8,4, | 1,18,| 0,50,} 8,8, | 1,13, | 0,45,| 1,2, 
8,3, | 1,20, | 0,52, | 6,5, | 1.52,| 0,844] 6,9 | 1,43, 0,75, 1,6, 
11,2 | 7,2, | 1,29, | 0,61, 5,85 1,70, 1,02 | 61, | 1,63, 0,99, 16, 
| | 
| t= 250,5° 
o | 25, 0,39, | — |. | — I. | o39,| — | - r 
u 68 | | 1,2,| | | 18 | 52% | 48, | 2% 
10,1 | 1,5, | 6,5, 161 | 070143 139 | 1,1, | 88, | 84, 22, 
117 | 18, 137 0,55 18, (17, | 0,90 /11,1 |10,7 23 Al 
2 122 | — | | mie, | | = 
. 
3,4 | 10,8, | 0.92, | 0,11, 10,4, 0,95, 0,14, | 10, 3) 1,3 
6,8 | 9,4, 1,05,| 0,24,| 8,7,  1,14,| 0,33,| 8, 30,| 1,3 
: 10,1 | 83, 1,19,| 0,38, 7,3, | 1,3%, 0,55, | 7, 19, | 1,4 
11,7 | 79, | 1,26,| 0,44,| 66, | 1,51, | 0,69, | 6} 33, | 15 
| 
1 t =— 193,5° C 
16,4, 0,60, — |164, | 0,60,| — lu. | — | 
3,4 |13,7, | 0,72,| 0,12,/12,7, | 0,78,| 0,17, |13,0, | 0,76,| 0,15,| 1,4, 
6,8 | 0 1,03, | 0,42, | 1,5, 
101192, | 1 1,30, 0,69,| 1,6, 
1,7 | | 1 1,44, | 0,83, | 1,6, 
0 | 38,, 0,2, | — 18, | 0,2, — | 9054 0,2, | — i 
3,4 6,1, 1,6, | 1,37 | 3,2, 3,1, 2,8, 4,3, 2,25 2,0, 2,0, 
: ; _ 6,8 | 2,2, 4,4, | 4,17 | 1,1, | 8,6, | 83, | 1,8, 5,4, | 5,1, | 2,0, 
5 a ; 10,1 | 1,1, 8,6, | 8,3, | 0,59 |17,, |16, | 1,0, | 9,5, | 9,2, | 2,0, lain 
117 | 0,91 110 107 | 0.49 20, | O84 119 | 18, 
| | | | 
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Schließlich ist auch der Anstieg von Jw mit H, in Abb. 10 
für — 182 und — 194°C, in Abb. 11 für — 250°C dargestellt, 
von ähnlicher Form, wie der von Ao (Abb. 4 und 5), nur weniger 
beschleunigt, besonders in Abb. 10, was mit dem Einfluß der Gitter- 
leitung zusammenhängen wird. Denn diese sollte bei selır starben on 


x ) max H-Wirkung 


max HWirkung 


BB o|+ 


| Pile 


Abb. 10. Aw als Funktion von H Abb. 11. Aw als Funktion von MH 
bei — 182 und — 194°C bei — 250°C 


N 


N, 


Ss 
Sr 


Magnetfeldern bewirken, daß w und damit 4w einem konstanten 
Grenzwert zustrebt. Es wurden Kurven nur durch die Beobachtungs- 
punkte von Be8 gelegt, weil sie als die sichersten gelten können. 
Die Punkte von Be3 und Be4 blieben der Deutlichkeit halber un- 
verbunden. Die Abweichungen der drei Proben, besonders zwischen 
Be4 und Be8 in Abb. 11 werden nur zum Teil auf den ver- 
schiedenen Reinheitsgrad zurückzuführen sein, z. T. auch auf die 
verschiedene Lage der binären Nebenachse in der Basisebene. 

Der wesentlichste Unterschied der Wirkungen des Magnet- 
feldes auf w und o liegt in der Größe des Effekts. Wie bei anderen 
Metallen ist auch bei Be, die Feldwirkung auf den Wärmewider- 
stand viel schwächer als auf den elektrischen. Wir zeigen dies am 
klarsten, indem wir wie in I, S. 735 die Vergrößerungen vr!) von o 
und w für Be, 8 durch H = 11,7 kOe in den Richtungen maximaler 
und minimaler Feldwirkung bei etwa gleichen Temperaturen gegen- 
überstellen (vgl. Tab. 8). 

Der Grund für den Unterschied der thermischen und elektrischen 
Widerstandsvergrößerung liegt einmal im Vorhandensein der thermi- 
schen Gitterleitung neben der Elektronenleitung (Abschn. 8) und 
zn in den in Abschn. 10 dargelegten Verhältnissen. 


1) v = Widerstand mit H/ Widerstand ohne MH. ee 
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Tabelle 8 
», 8: Widerstandsvergrößerung durch ein Transversalfeld 
von 11,7 kOe 


v (0) t v (w) 
im Max. im Min. in °C im Max. im Min. 
— 183,29 — 182,3 15, 
— 195,1 ‚2 3,7 — 193,5 2,6 1,9, 
— 252,81 9: — 250,6 , 78, 42,, 


23 8. Größe der Gitterleitung von Be,. Um ein Urteil über den 


Anteil der Gitterleitung 7, an der Gesamtwärmeleitung 2 = i, +i, 


Be, 8 (T-797%) 


AA 


Be, 4 (FRO, 


Richtung max H-Wirkung 


2 BU" Bed) 
6 6 0 R Ged) 
6 Em 2 
Abb. 12. Zusammenhang von 4 und x T bei veränderlichem Magnetfeld H 
und S0°K 


zu gewinnen, verfahren wir wie in I, S. 739 und tragen 4 als 
Funktion von x T, auf gleiche Temperatur reduziert, in ein Koordinaten- 
netz ein (x = elektr. Leitvermégen). Abb. 12 zeigt das Ergebnis 
für SO’K, Abb. 13 für 23°K. Die den 3 Be-Proben entsprechenden 
Kurven sind seitlich gegeneinander verschoben. Das dem feldlosen 
Zustand entsprechende obere Ende der Kurven ist in Abb. 12 als 
Endpunkt eingetragen, in Abb. 13 würde es weit außerhalb des 
Rahmens der Zeichnung liegen. Deshalb sind hier die Kurven nach 
dem Beobachtungspunkt bei der schwächsten Feldstärke 3,4 kOe 
abgebrochen. Sie würden bei Fortsetzung bis auf Feldstärke 0 stark 
nach rechts abbiegen. 

Für die drei ausgewählten Feldrichtungen divergieren die Kurven 
vom Endpunkt H = 0 aus, laufen aber bei starken Feldern wieder 
zusammen, wie bereits in I, S. 740 gezeigt wurde. 
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Man gewinnt den Eindruck, daß bei sehr starken Feldern, 
sofern x verschwindend klein wird, A einem Grenzwert sich nähert, 
der durch den Abschnitt auf der Ordinatenachse dargestellt wird, 
an dem die Kurven endigen. Diesen Grenzwert betrachten wir wie 
früher als 4,, erhalten somit für Be, 

bei etwa 80° K th, = 2; bei 23° K:4, = 0,07 [W em”! Grad") 


Für Be, hatten Griineisen und Adenstedt 3,6 bezw. 0,1 extra- 
poliert. Es bestätigt sich also wiederum, daß die ge itung 
bei 80° K einen erheblichen Teil von 4 ausmacht, 
einige Promille. 
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Abb. 13. Zusammenhang von / und x T bei veränderlichem Magnetfeld H 
und 23° K 

9. Das Wiedemann-Franz-Lorenzsche Gesetz im Magnetfeld. 
Abb. 13, welche die Beobachtungen in magnetischen Feldern bei 
23°K vereinigt, beweist eine ungefähre Proportionalität von 4, = 4 — 2, 
und x T, wenn man sich die etwas divergierenden Beobachtungen 
in den verschiedenen Feldrichtungen gemittelt denkt. Die Neigung 
der durch die Beobachtungspunkte gelegten Kurven ist nicht sehr 
verschieden von der Neigung der gestrichelten Geraden, die 4/(xT) = L.. 
entspricht. bedeutet den theoretischen Wert 2,44-10-® der 
W.-Fr.-L.schen Konstante. Wenn hier also im Magnetfeld das 
W.-Fr.-L.sche Gesetz sogar quantitativ annähernd gilt, so muß doch 
daran erinnert werden, daß die kaum gekrümmten Kurven in Abb. 13 — 
bei Fortsetzung nach H = 0 hin erheblich nach rechts abbiegen 
würden, so wie es die Kurven in Abb. 12 schon im Bereich starker 
Felder tun. Bei 80° K könnte man also nur bei sehr viel stärkeren 
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Feldern, als wir sie anwenden konnten, ein Gebiet erreichen, in 
dem von einer Gültigkeit des W.-Fr.-L.schen Gesetzes gesprochen 
werden könnte, dann allerdings auch mit annähernd der richtigen 
Konstante, wie die eingezeichnete gestrichelte Gerade beweist, di 
),/(& T) = Lo entspricht. Die W.-Fr.-L.sche Größe 4,/(* T) = o/Tu 
ist also eine Funktion von H, die wir Ly nennen wollen und iı 
Tab. 9 für unsere Be,-Proben im Mittel über die Feldrichtunge 
wiedergeben. 
Tabelle 9 


Die Zahlen geben über die drei Feldrichtungen gemittelte Werte. 
Der Faktor 10” * ist weggelassen 


H in kOe = | 0 


1,04 


4 
T = 80,6° 


Be, 4 


T= 79,0° 


Be, 8 


99, 
2,95 


Auf die Gültigkeit des Wiedemann - Franzschen Gesetzes in 
starken Magnetfeldern haben bereits de Haas und de Nobel’) 
gelegentlich ihrer Versuche mit einem reinen: Wolframkristall hin- 
gewiesen. Dort ergibt sich die Konstante zu 5.10%, ein Betrag, 
der sich übrigens gut an die Beobachtungen von Grüneisen und 
Adenstedt anschließt (I). Auch für Be, würde aus I Abb. 22 ein 
erheblich größerer Wert von etwa 4-10~8 folgen. Es scheint also, 


1) W. J. de Haas u. J. de Nobel, Comm. Leiden 251d; Physica 
'sGrav. 5. 5.449. 1938. 
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di 
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T = 23,2° “ _ 297) | 26 2,56 2,45 
Be, 4 be 19 | — | 231 | 2,35 2,33 (1) 
T = 2, | 7 a - |} =— |} 2388 | 239 | 236 
Z ’e | | 
Be,S ( Ly, | 1,29 2,55 259 | 256 | 259 lei 
a T = 22,60 Fic: | (2,71) 2,65 2,60 2,61 9 
= : Ly 0,81 1,16 1,60 1,89 2,04 Da 
; T Aw. (2,34) 2,65 | 2,68 2,76 Be 
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J | en 
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daß man auf die in Abb. 12 und 13 gefundene nahe Übereinstimmung 
der Anfangsneigung mit dem theoretischen We:t der W.-Fr.-L.schen 
Zahl keinen zu großen Wert legen darf. 

10. Modifizierte Form des W.-Fr.-L.schen Gesetzes. Eine modi- 
fizierte Form des W.-Fr.-L.schen Gesetzes, die früher von Griineisen 
und Goens als Gesetz der isothermen Geraden für den Einfluß 
von Gitterstörungen aufgestellt wurde, ist auch für den Eintluß von 
Magnetfeldern bis zu einem gewissen Grade gültig, wie früher’) an 
einer Reihe von Metallen nachgewiesen wurde. Es zeigte sich 
nämlich, daß, wenn auch das W.-Fr.-L.sche Gesetz für den elektrischen 
und thermischen Widerstand reiner Metalle in tiefer Temperatur 
nicht mehr gilt, weil L,-o von dem in hoher Temperatur gültigen 
L, mit sinkender Temperatur absinkt, dennoch für den Zuwachs 
dieser Widerstände durch nicht zu starke transversale Magnetfelder 
ebenso wie durch Gitterstörungen das Gesetz mit etwa der theo- 
retischen Konstante L, angesetzt werden kann, also 


do 
(1) Dep. 

Wir haben die Beziehung auch an Be, geprüft und gefunden, — 
dab man zu noch besseren Ergebnissen kommt, wenn man die Gitter- — 
leitung eliminiert, also setzt . 
4g 

(2) Taw, Lo, wo v,= 
Das macht bei 80° K erhebliches aus. 

In Abb. 14 (80° K) und Abb. 15 (23° K) ist für unsere drei 
Be,-Proben und für die drei ausgewählten Feldrichtungen T4w, 
als Funktion von 4o aufgetragen. Außerdem sind die der Gl. (2) 
entsprechenden Geraden gestrichelt eingezeichnet. Man sieht, daß 
besonders bei 23° K Gl. (2) gut erfüllt ist. Bei 80° K (Abb. 14) 
zeigt sich das schon früher (a. a. O.) beobachtete fächerartige Aus- 
einanderstreben der Kurven verschiedener Feldrichtungen. Nimmt 
man jedoch die mittlere Richtung der Kurven, 
fast gerade Linie, deren Neigung allerdings 10—20°/, 

L, ist. Vgl. 
in Tab. 9. 

Wir haben also folgenden eigentümlichen Befund: Das Wiede- 
mann-Franzsche Gesetz ist nur in starken Feldern bei tiefer 
Temperatur einigermaßen erfüllt. Das modifizierte Gesetz gilt am 
besten bei schwachen Feldern. Das Verhältnis beider zueinander 
wird durch folgende Rechnung klar, in der wir differentielle Änderungen 
mit H durch das Differentislseichen ausdrücken. 


1) E. Griineisen, Ann. d. Phys. [5) 32. S. 219. 1938. 
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Nach Abb. 12 und 13, die wir in vereinfachter Form in Abb, 16 
schematisieren, ist ong 


di, 


be, 4 


oMZ 

H-Wirkung f, 


f 
+ 


off? / 


2 


Abb. 15. Zusammenhang von 7’ 4w, und Ag bei veränderlichem H und 23°K 
Das Gleichheitszeichen gilt in starken Feldern, im Bereich der 
Geraden, wo Ly, konstant ist; das < in schwächeren Feldern, wo 
Ly, abnimmt, die Kurve gekrümmt ist. 
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Führen wir die Widerstände w, und o statt 4, und x ein, 


so folgt 
di, Tdw, ( 0 ) 
dg = 


Tw. 
also mit Riicksicht auf oben 
ß vgl. die Abb. 17). 


Also müßte in starken Feldern L,, einerseits gleich do/(T dw,), anderer- 
seits gleich di,/d(x T), mithin bei Be, erfahrungsgemäß x Lz, sein, 


5 /we 


>» 


Abb. 16. Schematische Skizze Abb. 17. Schematische Skizze 


in schwachen Feldern ist aber schon L,,, um so mehr also dA /d(= Tı 
kleiner als do/(Tdw,. Letzteres ist erfahrungsgemäß = L,.. 
Einfacher ausgedrückt: Es gilt 
tgystgestg?=L,, 
wobei in starken Magnetfeldern das Gleichheitszeichen gültig wird, 
mit abnehmendem Felde das Zeichen < zu setzen ist, L,, aber 
nicht streng den theoretischen Wert bedeutet. 

Die modifizierte Form des W.-Fr.-L.schen Gesetzes (Gl. 2) ist 
hiernach nicht auf schwache Felder beschränkt, also weiterreichend 
als die ursprüngliche Form. j me 
fa, 

1, An Be-Kristallen, die senkrecht zur hexagonalen Achse durch- 
strömt werden, wird die Veränderung des elektrischen und thermischen 
Widerstandes, 40 und Aw, durch transversale Magnetfelder bis 12 kOe 
bei etwa — 183°, — 195° und — 253° C gemessen. 

2. Die Feldwirkung ist stark anisotrop, zeigt zweiziihlige Sym- 
metrie in bezug auf die Stromrichtung als Achse und ist spiegel- 
bildlich symmetrisch zu der durch Stromrichtung und hexagonale 
Achse (c) bestimmten Ebene. Die Lage der binären Nebenachse (2) 
zur Stromrichtung hat auf diese Symmetrieverhältnisse keinen Ein- 
flub. Die Feldwirkung ist am schwächsten, wenn H | z. Ihr 
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Maximum liegt in schwachen Feldern bei H || z, bei stärkeren Felder: 
bilden sich zwei Maxima unter + 20—30° gegen die Hauptaclıse aus 

3. Die elektrische Widerstandsänderung 4 o steigt mit wachsenden 
H gleichmäßig und beschleunigt an. Proportionalität mit H* besteht 
jedoch in dem untersuchten Feldbereich nicht. Für 40 wird die 
Kohler-Bethesche Beziehung geprüft und angenähert, wenn auch 
nicht streng, gültig befunden. Unter vergleichbaren Verhältnissen 
ist die relative Widerstandsvermehrung für Be, etwa halb so groß 
wie für Be,. 

4. Die thermische Widerstandsänderung Aw zeigt ähnliche Ani- 
sotropie und ähnliches Wachstum mit H, wie die elektrische. An- 
näherung des Wärmewiderstandes an einen Grenzwert für starke 
Magnetfelder, wie er wegen Vorhandenseins der Gitterleitung erwartet 
werden kann, zeigt sich bei den von uns benutzten Temperaturen 
und Feldstärken noch nicht. 

5. Die thermische Gitterleitung 2, von Be, wird nach einer 
schon früher angegebenen Methode extrapoliert. Sie ist bei 80° K 
erheblich, bei 23° K klein gegen die thermische Elektronenleitung }, 

6. Die Vergrößerung des thermischen Widerstands durch ei 
Magnetfeld ist wesentlich schwächer, als die des elektrischen. Di 
Gründe hierfür sind die gleichen, wie sie früher für andere Fälle 
dargelegt wurden. 

7. Es wird untersucht, ob und unter welchen Bedingungen im 
Magnetfeld das Wiedemann-Franz-Lorenzsche Gesetz in seiner 
ursprünglichen Form gilt oder in der modifizierten Form des Gesetzes 
der isothermen Geraden. 
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Der Helmholtz-Gesellschaft verdanken wir die Bereitstellung 
des Elektromagneten und sonstige Beihilfe, der Degussa die Be- 
Kristalle, dem Göttinger Institut für physikalische Chemie (Prof 
Eucken) die Lieferung des flüssigen Wasserstoffes. 


Marburg/Lahn, Physikalisches Institut. 
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